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a zejména neuronových sítí v posledních letech přišla snaha použít tyto metody na řešení fyzikálních
problémů. Jednou z takových metod jsou tak zvané fyzikou informované neuronové sítě. V této práci je
prozkoumána konkrétní fyzikální úloha popsaná právě jako optimalizační problém s omezením rovnicí
vedení tepla s Neumannovou okrajovou podmínkou. Za úkol bylo určit neznámý tepelný tok na okraji
destičky s čočkou tak, aby na čočce šířením tepla vznikl požadovaný teplotní profil daný Zernikovými
polynomy. Problém byl řešen pomocí numerické metody adjungovaných rovnic a pomocí fyzikou infor-
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Úvod

Parciální diferenciální rovnice (PDR) jsou d	ule�ité p�ri popisu r	uzných reálných úloh ve fyzice, in-
�enýrství a dalších oborech. Navíc m	u�e být po�adováno daný reálný systém�ci reálnou situaci n�ejak
ovliv �novat za ú�celem dosa�ení po�adovaného výsledku. Z tohoto vniká po�adavek�rešit optimaliza�cní
problém, který je omezený spln�ením PDR popisujících daný problém. Takovýto problém lze matema-
ticky zapsat v obecném tvaru jako

min
u;q

J(u; q) + R(q) za podmínky D(u; q) = 0; (1)

kde u je stavová prom�enná, q je�rídící prom�enná, J reprezentuje minimalizovaný funkcionál, R repre-
zentuje omezení�ci regularizaci�rídící prom�enné a D reprezentuje omezující PDR. Stavová prom�enná u
m	u�e reprezentovat nap�ríklad �rešení omezující PDR D. Cílem�rešení tohoto problému je najít neznámou
�rídící prom�ennou q tak, aby celý funkcionál J(u; q) + R(q) byl minimalizovaný.

V poslední dob�e se v r	uzných oblastech velmi zvyšuje pou�ití strojového u�cení, zejména neurono-
vých sítí, jako nap�ríklad pou�ití velkých jazykových model	u ve zpracování textu. S tímto rozvojem p�rišly
i pokusy pou�ít strojové u�cení na�rešení fyzikálních úloh. Jednou z metod v této oblasti jsou tak zvané
fyzikou informované neuronové sít�e, jejich� název byl navr�en v p	uvodním�clánku této metody [17].
Tyto sít�e budou dále ozna�covány pomocí zkratky „sít�e PINN“ z anglického Physics-Informed Neural
Network.

V �clánku [3] byla�rešena rovnice vedení tepla v 1D s pravou stranou i bez ní. Jedno ze zadání modelo-
valo interakci laseru s biologickou tkání.�Rešení bylo porovnáno se softwarem pro�rešení dané fyzikální
úlohy. V �clánku [5] byly mimo jiné�rešeny 2 r	uzné 2D úlohy, ob�e popsané nestla�citelnými Navierovými-
Stokesovými (N.-S.) rovnicemi a rovnicí vedení tepla. V okrajové podmínce nebyla známa teplota na celé
hranici. Na pár místech oblasti byla k dispozici teplota z m�e�rení senzory. Pomocí t�echto m�e�rení byla na-
trénována sít' PINN, která ur�covala teplotu, rychlost i tlak v celé oblasti a teplotu na�cástech hranice,
kde nebyla p	uvodn�e známa.�Rešení bylo porovnáno s numerických�reši�cem. V �clánku [2] byla modelo-
vána teplota v hliníkové zdi pomocí rovnice vedení tepla v 1D. Okrajové podmínky byly zadány jako
Neumannovy s tím, �e podmínka na jedné stran�e byla pova�ována za neznámou pro ú�cel formulace
inverzní úlohy. Data pro�rešení inverzní úlohy byla nagenerována z analytického�rešení získaného po-
mocí Greenovy funkce. Pomocí sítí PINN byla�rešena p�rímá i inverzní úloha a aproximace�rešení byla
porovnána s analytickým�rešením. V�clánku [18] byla navr�ena metoda pro�rešení nehladkých optimali-
za�cních úloh s omezením PDR kombinující metodu ADMM a sít�e PINN. Metoda byla otestována na 4
problémech, ve kterých byly pou�ity také nehladké reguralizace.�Rešení sítí PINN bylo porovnáno s ana-
lytickým nebo numerickým�rešením. V�clánku [1] byly �rešeny inverzní problémy pomocí neuronových
sítí p�ri pou�ití slabé formulace. Metoda byla otestována na vícero problémech, i ve vyšších dimenzích,
a byla srovnána s p	uvodní metodou sítí PINN [17]. Je obsa�ena i analýza závislosti�rešení na nastavení
n�ekterých trénovacích parametr	u. Menší studie sítí PINN na Poissonov�e rovnici a bez�casových N.-S.
rovnicích lze nalézt v [6]. V�clánku [9] je�rešena standardní i stochastická varianta inverzního problému
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popsaného advek�cní-difúzní-reak�cní rovnicí. Pro n�ekteré parametry u�cení jsou nalezeny optimáln�ejší
hodnoty pomocí Bayesovské optimalizace a jsou porovnány s ru�cn�e vybranými hodnotami.
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Kapitola 1

Popis problému

M�ejme následující fyzikální problém. Na�ctvercové desti�cce je polo�ena�co�cka. Desti�cka je na okraji
zah�rívána,�cím� se za�cne m�enit její teplota a d	usledkem toho i teplota�co�cky. Desti�cku lze aktivn�e pouze
zah�rívat, ale nikoliv chladit. Úkol je ur�cit, jak je pot�reba desti�cku na okraji zah�rívat, aby na�co�cce po n�e-
jakém daném�case vznikl speci�cký teplotní pro�l (rozlo�ení teploty).

1.1 Rovnice vedení tepla

Uvedený problém lze popsat dvou dimenzionální (2D) rovnicí vedení tepla s Neumannovou okrajo-
vou podmínkou, tedy

@tu(t; x; y) � K�u (t; x; y) = f (t; x; y) ; 8(t; x; y) 2 [0; T ] � 
; (1.1a)

ru (t; x; y) � n (t; x; y) = q (t; x; y) ; 8(t; x; y) 2 [0; T ] � @
; (1.1b)

a

u(0; x; y) = r (x; y) ; 8(x; y) 2 
; (1.1c)

s podmínkou

u(T; x; y) = p(x; y); 8(x; y) 2 D; (1.1d)

kde t je �cas, x; y jsou prostorové sou�radnice, u je teplota, K je difúzní koe�cient, �u = @xxu + @yyu
je Laplace	uv operátor, f je zdrojový�clen, T je koncový�cas, 
 = (�d; d) 2 � R 2 je �ctvercová oblast,
d > 0, ru je gradient u, @
 je hranice 
, n je vn�ejší normála @
, q je okrajová podmínka, r je po�cáte�cní
podmínka,
 je uzáv �er 
, D je disk o polom�eru dD, tedy D = f(x; y) 2 R2 j x2 + y2 � d Dg, 0 < dD � d,
a p je funkce udávající po�adovaný teplotní pro�l.

Neznámá�rídící prom�enná podle popisu v rovnici (1) je zde okrajová podmínka q a stavová prom�enná
je teplota u. Úloha je tedy inverzního rázu, jeliko� pot�rebujeme ur�cit neznámou okrajovou q ze znalosti
�rešení u v zadaném�case T. Pro tento konkrétní problém bude PDR D v obecné formulaci (1) dána jako

D(u; q) =

0
BBBBBBBB@

@tu(t; x; y) � K�u (t; x; y) � f (t; x; y)
ru (t; x; y) � �! n (t; x; y) � q (t; x; y)

u(0; x; y) � r (x; y)

1
CCCCCCCCA

: (1.2)
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Funkcionál J lze za ú�celem vynucení rovnice (1.1d) formulovat jako L2 normu rozdílu teploty u v daném
�case T a po�adovaného teplotního pro�lu p. Navíc p�ridáme penalizaci velkých hodnot u na okraji oblasti

. Celkem tedy máme funkcionál ve tvaru

J(u; q) =
1
2

Z

D
ju(T; x; y) � p(x; y)j2 d(x; y) +

�
2

Z T

0

Z

@

(u(t; x; y))2 d(x; y) dt; (1.3)

kde � je volitelný parametr. Pro vynucení podmínky, �e desti�cku nelze aktivn�e na okraji chladit, lze
pou�ít regularizaci R(q) ve form�e L2 normy záporných hodnot okrajové podmínky q. Navíc op�et p�ridáme
penalizaci velkých hodnot q. Máme tedy regularizaci ve tvaru

R(q) =
�
2

Z T

0

Z

@

(q(t; x; y))2 d(x; y) dt +



2

Z T

0

Z

@

(minfq(t; x; y); 0g)2 d(x; y) dt; (1.4)

kde � a 
 jsou volitelné parametry.

1.2 Zernikovy polynomy

Po�adovaný teplotní pro�l p po daném�case T jako�to funkce polohy (x; y) na desti�cce je n�ekterý z tak
zvaných Zernikových polynom	u. Tyto polynomy jsou pou�ívány nap�ríklad v optice a tvo�rí mno�inu po-
lynom	u ortogonálních na jednotkovém disku. V problému v tomto�clánku jsou lineárn�e transformovány
tak, aby jejich hodnoty byly v po�adovaném teplotním rozmezí [0; pmax] a aby argument �, viz de�nice
dále, spl�noval 0 � � � d D.

Nenormalizované a netransformované Zernikovy polynomy lze v polárních sou�radnicích

x = � cos(');

y = � sin(')

pro 0 � � � 1 a 0 � ' < 2� de�novat jako

Zm
n (�; ') = R m

n (�) cos(m'); m , 0; (1.5a)

Z�m
n (�; ') = R m

n (�) sin(m'); m , 0; (1.5b)

a

Zm
n (�; ') = R m

n (�); m = 0; (1.5c)

kde

Rm
n (�) =

n�m
2X

k=0

(�1) k (n � k)!

k!
�

n+m
2 � k

�
!
�

n�m
2 � k

�
!
� n�2k (1.5d)

pro n � m sudé a

Rm
n (�) = 0 (1.5e)

pro n�m liché, n; m 2 N[f0g, viz nap�ríklad [16]. P�rehled nenulových Zernikových polynom	u pro n�ekolik
prvních n a jejich vyjád�rení v kartészkých sou�radnicích lze najít v tabulce 1.2.1. Grafy t�echto polynom	u
lze nalézt na obrázku 1.2.1.
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n m Zm
n polární sou�radnice kartézské sou�radnice

0 0 Z0
0 1 1

1 -1 Z�1
1 � sin (� ) y

1 Z1
1 � cos (� ) x

2 -2 Z�2
2 � 2 sin(2� ) 2xy

0 Z0
2 2� 2 � 1 2x 2 + 2y2 � 1

2 Z2
2 � 2 cos(2� ) x2 � y 2

3 -3 Z�3
3 � 3 sin(3� ) y

�
3x2 � y 2

�

-1 Z�1
3 �

�
3� 2 � 2

�
sin(� ) y

�
3x2 + 3y2 � 2

�

1 Z1
3 �

�
3� 2 � 2

�
cos(� ) x

�
3x2 + 3y2 � 2

�

3 Z3
3 � 3 cos(3� ) x

�
x2 � 3y 2

�

4 -4 Z�4
4 � 4 sin(4� ) 4xy

�
x2 � y 2

�

-2 Z�2
4 � 2

�
4� 2 � 3

�
sin(2� ) 2xy

�
4x2 + 4y2 � 3

�

0 Z0
4 6� 4 � 6� 2 + 1 �6x 2 � 6y 2 + 6

�
x2 + y2

�2
+ 1

2 Z2
4 � 2

�
4� 2 � 3

�
cos(2� )

�
x2 � y 2

� �
4x2 + 4y2 � 3

�

4 Z4
4 � 4 cos(4� ) x4 � 6x 2y2 + y4

5 -5 Z�5
5 � 5 sin(5� ) y

�
5x4 � 10x 2y2 + y4

�

-3 Z�3
5 � 3

�
5� 2 � 4

�
sin(3� ) y

�
3x2 � y 2

� �
5x2 + 5y2 � 4

�

-1 Z�1
5 �

�
10� 4 � 12� 2 + 3

�
sin(� ) �y

�
12x2 + 12y2 � 10

�
x2 + y2

�2
� 3

�

1 Z1
5 �

�
10� 4 � 12� 2 + 3

�
cos(� ) �x

�
12x2 + 12y2 � 10

�
x2 + y2

�2
� 3

�

3 Z3
5 � 3

�
5� 2 � 4

�
cos(3� ) x

�
x2 � 3y 2

� �
5x2 + 5y2 � 4

�

5 Z5
5 � 5 cos(5� ) x

�
x4 � 10x 2y2 + 5y4

�

Tabulka 1.2.1: Nenulové Zernikovy polynomy pro n � 5. Vygenerováno pomocí balí�cku SymPy [14]
v pythonu.

1.3 Fyzikální nastavení

V této sekci uvádíme konkrétní fyzikální nastavení pro�rešený problém. Okrajová podmínka q(t; x; y)
je neznámá a zdrojový�clen a po�cáte�cní podmínka jsou dány jako

f (t; x; y) = 0 8(t; x; y) 2 [0; T ] � 


a
r(x; y) = 0 8(x; y) 2 
:

Další veli�ciny a jejich hodnoty lze nalézt v tabulce 1.3.1. Znázorn�ení oblasti desti�cky a �co�cky lze nalézt
na obrázku 1.3.1.
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Obrázek 1.2.1: Grafy nenulových Zernikových polynom	u pro n � 5.

veli�cina hodnota
T 0:1 s
d 0:14 mm
dD 0:125 mm

K 9:4 � 10 �8 m2s�1

pmax 50 °C

Tabulka 1.3.1: P�rehled konkrétních fyzikálních hodnot problému v popisu v sekcích 1.1 a 1.2.
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28mm

28
m

m

D

25mm

Obrázek 1.3.1: Znázorn�ení fyzikální oblasti desti�cky a �co�cky.

1.4 P�revod na bezrozm�ernou rovnici

�Rešení, viz sekce 3.2, rovnic (1.1) vedlo na špatné výsledky, viz p�ríloha A.1, obrázek A.1.1. Rovnice
bylo tedy nutné p�reškálovat a p�revést do bezrozm�erného tvaru substitucemi

t̃ =
t
tc

; [tc] = s; (1.6a)

x̃ =
x
xc

; [xc] = m; (1.6b)

ỹ =
y
yc

; [yc] = m; (1.6c)

ũ(t̃; x̃; ỹ) =
u(tct̃; xcx̃; ycỹ)

uc
; [uc] = °C; (1.6d)

f̃ (t̃; x̃; ỹ) =
f (tct̃; xcx̃; ycỹ)

fc
; [ fc] = °Cs�1 ; (1.6e)

q̃(t̃; x̃; ỹ) =
q(tct̃; xcx̃; ycỹ)

qc
; [qc] = °Cm�1 ; (1.6f)

r̃(x̃; ỹ) =
r(xcx̃; ycỹ)

rc
; [rc] = °C; (1.6g)

a

p̃(x̃; ỹ) =
p(xcx̃; ycỹ)

pc
; [pc] = °C; (1.6h)

kde tc, xc, yc, uc, fc, qc, rc a pc jsou volitelné konstanty v substituci. Vztahy (1.6a)-(1.6c) lze p�repsat
do tvaru

tct̃ = t; (1.7a)

xcx̃ = x (1.7b)

a

ycỹ = y: (1.7c)
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Pomocí rovnic (1.6a)-(1.6c) a (1.7a)-(1.7c) lze vztah (1.6d) p�repsat do tvaru

u(t; x; y) = ucũ(
t
tc

;
x
xc

;
y
yc

); (1.8)

�cím� dostaneme pro parciální derivace v rovnici (1.1a) a (1.1b)vztahy

@
@t

u(t; x; y) = uc
@
@̃t

ũ(
t
tc

;
x
xc

;
y
yc

)
@̃t
@t

=
uc

tc

@
@̃t

ũ(t̃; x̃; ỹ); (1.9a)

@
@x

u(t; x; y) = uc
@
@x̃

ũ(
t
tc

;
x
xc

;
y
yc

)
@x̃
@x

=
uc

xc

@
@x̃

ũ(t̃; x̃; ỹ); (1.9b)

@
@y

u(t; x; y) = uc
@
@ỹ

ũ(
t
tc

;
x
xc

;
y
yc

)
@ỹ
@y

=
uc

yc

@
@ỹ

ũ(t̃; x̃; ỹ); (1.9c)

@2

@x@x
u(t; x; y) =

uc

x2
c

@2

@x̃@x̃
ũ(t̃; x̃; ỹ) (1.9d)

a

@2

@y@y
u(t; x; y) =

uc

y2
c

@2

@ỹ@ỹ
ũ(t̃; x̃; ỹ): (1.9e)

Volbou tc = T, xc = yc = dD, uc = pmax, fc = uc
tc

= pmax
T , qc = uc

xc
= uc

yc
= pmax

dD
, rc = uc = pmax

a pc = uc = pmax transformujeme rovnice (1.1) do bezrozm�erného tvaru

@̃tũ
�
t̃; x̃; ỹ

�
� K̃�̃ũ

�
t̃; x̃; ỹ

�
= f̃

�
t̃; x̃; ỹ

�
; 8(t̃; x̃; ỹ) 2 [0; 1] � 
̃; (1.10a)

r̃ũ
�
t̃; x̃; ỹ

�
� n

�
t̃; x̃; ỹ

�
= q̃

�
t̃; x̃; ỹ

�
; 8(t̃; x̃; ỹ) 2 [0; 1] � @
̃; (1.10b)

ũ (0; x̃; ỹ) = r̃ (x̃; ỹ) ; 8(x̃; ỹ) 2 
̃; (1.10c)

a

ũ(1; x̃; ỹ) = p̃(x̃; ỹ); 8(x̃; ỹ) 2D̃; (1.10d)

kde K̃ = Ktc
x2

c
= Ktc

y2
c

= KT
d2

D
je bezrozm�erný difúzní koe�cient,�̃ũ = @2

x̃x̃ũ + @2
ỹỹũ je Laplace	uv operátor

v bezrozm�erných sou�radnicích,
̃ = (� d
dD

; d
dD

)2 � R 2 je p�reškálovaná�ctvercová oblast,̃rũ je gradient
ũ v bezrozm�erných sou�radnicích aD̃ je disk o polom�eru 1. Formulace (1) odpovídající bezrozm�erným
rovnicím (1.10) nabyde tvaru

D̃(ũ; q̃) =

0
BBBBBBBB@

@̃tũ
�
t̃; x̃; ỹ

�
� K̃�̃ũ

�
t̃; x̃; ỹ

�
� f̃

�
t̃; x̃; ỹ

�

r̃ũ
�
t̃; x̃; ỹ

�
� �! n

�
t̃; x̃; ỹ

�
� q̃

�
t̃; x̃; ỹ

�

ũ (0; x̃; ỹ) � r̃ (x̃; ỹ)

1
CCCCCCCCA

; (1.11)

J̃(ũ; q̃) =
1
2

Z

D̃
jũ(1; x̃; ỹ) � p̃(x̃; ỹ)j2 d(x̃; ỹ) +

�
2

Z T

0

Z

@̃


�
ũ(t̃; x̃; ỹ)

�2 d(x̃; ỹ) d̃t (1.12)

a

R̃(q̃) =
�
2

Z T

0

Z

@̃


�
q̃(t̃; x̃; ỹ)

�2 d(x̃; ỹ) d̃t +


2

Z 1

0

Z

@̃


�
minfq̃(t̃; x̃; ỹ); 0g

�2 d(x̃; ỹ) d̃t: (1.13)
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Kapitola 2

Numerické �rešení

Numericky byl problém (1.10)�rešen pomocí adjungovaných rovnic. Pro úplnost uká�eme odvození
pro p	uvodní problém (1.1) s tím, �e odvozené�rešení lze jednoduše pou�ít pro p�reškálované hodnoty v
problému (1.10).

2.1 Gateauxova derivace

Pro lepší p�rehlednost zápisu zavedeme následující zna�cení.

u(q) = u(t; x; y; q);

u0(q) = u(0; x; y; q);

uT(q) = u(T; x; y; q);

p = p(x; y);

f = f (t; x; y);

q = q(t; x; y);

r = r(x; y);

� r = � r (t; x; y);

� b = � b(t; x; y);

a

� I = � I (x; y);

kde q v u(t; x; y; q) vyzna�cuje, �e �rešení u závisí na okrajové podmínce q.
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Zavedeme Langragián L(q) jako

L(q) =
1
2

Z

D

�
uT(q) � p

�2 dD +
�
2

Z T

0

Z

@

u2 dS dt

+
�
2

Z T

0

Z

@

q2 dS dt +



2

Z T

0

Z

@


�
minfq; 0g

�2 dS dt

+
Z T

0

Z



� r

�
@tu(q) � K�u(q) � f

�
d
 dt

+
Z T

0

Z

@

� b

�
ru(q) � n � q

�
dS dt

+
Z



� I (u0(q) � r) d
:

(2.1)

Gâteauxova derivace funkcionálu F v q ve sm�eru h je de�nována jako

dF(q)[h] = lim
s!0

F(q + sh) � F(q)
s

=
dF
ds

(q + sh)
�����
s=0

:

Nyní budeme po�cítat dL(q)[h], pro jeho� výpo�cet zavedeme g(s) = L(q + sh). Pak platí g0(0) =
dL(q)[h]. Pro g(s) tedy máme

g(s) =
1
2

Z

D

�
uT(q + sh) � p

�2 dD +
�
2

Z T

0

Z

@


�
u(q + sh)

�2 dS dt

+
�
2

Z T

0

Z

@

(q + sh)2 dS dt +



2

Z T

0

Z

@


�
minfq + sh; 0g

�2 dS dt

+
Z T

0

Z



� r

�
@tu(q + sh) � K�u(q + sh) � f

�
d
 dt

+
Z T

0

Z

@

� b

�
ru(q + sh) � n � (q + sh)

�
dS dt

+
Z



� I (u0(q + sh) � r) d
:

(2.2)

Odtud dostáváme

g0(s) =
Z

D

�
uT(q + sh) � p

� @uT
@s

(q + sh) dD + �
Z T

0

Z

@

u(q + sh)

@u
@s

(q + sh) dS dt

+ �
Z T

0

Z

@

(q + sh)h dS dt + 


Z T

0

Z

@

minfq + sh; 0g h dS dt

+
Z T

0

Z



� r

 
@t

@u
@s

(q + sh) � K �
@u
@s

(q + sh)
!

d
 dt

+
Z T

0

Z

@

� b

 
r

@u
@s

(q + sh) � n � h
!

dS dt

+
Z



� I

@u0
@s

(q + sh) d
:

Derivace minima ve výrazu

@
@s

� 

2

�
minfq + sh; 0g

�2
�

= 
 minfq + sh; 0g
@
@s

�
minfq + sh; 0g

�
(2.3)
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je odvozena následovn�e.
Pro (t; x; y)2 [0; T ] �@
 takové, �e q(t; x; y)+ s h(t; x; y) < 0, je q(t; x; y)+ s h(t; x; y) < 0 i na n�ejakém

okolí (t; x; y), z�ceho� plyne minfq(t; x; y) + s h(t; x; y); 0g = q(t; x; y) + s h(t; x; y) a derivace tudí� bude
h(t; x; y).

Naopak pro (t; x; y) 2 [0; T ] � @
 takové, �e q(t; x; y) + s h(t; x; y) > 0, je q(t; x; y) + s h(t; x; y) > 0
i na n�ejakém okolí (t; x; y), z�ceho� plyne minfq(t; x; y) + s h(t; x; y); 0g = 0 a derivace tudí� bude 0.

A pro (t; x; y) 2 [0; T ] � @
 takové, �e q(t; x; y) + s h(t; x; y) = 0, mohou nastat 2 p�rípady. Bud' je
q(t; x; y) + s h(t; x; y) � 0 na n�ejakém okolí (t; x; y), z�ceho� plyne minfq(t; x; y) + s h(t; x; y); 0g = 0
a derivace tudí� bude 0, nebo je q(t; x; y) + s h(t; x; y) � 0 na n�ejakém okolí (t; x; y), z�ceho� plyne
minfq(t; x; y) + s h(t; x; y); 0g = q(t; x; y) + s h(t; x; y) a derivace tudí� bude h(t; x; y).

Ovšem jeliko� derivace minima v (2.3) je násobena minfq + sh; 0g, bude pro (t; x; y) 2 [0; T ] � @

takové, �e q(t; x; y) + s h(t; x; y) � 0, výraz roven 0, co� lze zapsat jako 0 h(t; x; y). Celkem tedy máme
odvozený výraz

@
@s

� 

2

�
minfq + sh; 0g

�2
�

= minfq + sh; 0g h:

P�ri ozna�cení Gâteauxových derivací u v q ve sm�eru h jako

�u = du(q)[h];

�uT = duT(q)[h];

a

�u0 = du0(q)[h];

nyní dostaneme

dL(q)[h] = g0(0) =
Z

D

�
uT(q) � p

�
�uT dD + �

Z T

0

Z

@

u(q) �u dS dt

+ �
Z T

0

Z

@

q h dS dt + 


Z T

0

Z

@

minfq; 0g h dS dt

+
Z T

0

Z



� r (@t �u � K ��u ) d
 dt

+
Z T

0

Z

@

� b(r �u � n � h ) dS dt

+
Z



� I �u0 d
:

(2.4)

�Clen s @t �u upravíme pomocí per partes na tvar
Z T

0

Z



� r @t �u d
 dt =

Z




h
� r �u

i t=T

t=0
d
 �

Z T

0

Z



(@t� r ) �u d
 dt

=
Z



� r (T) �uT d
 �

Z



� r (0) �u0 d
 �

Z T

0

Z



(@t� r ) �u d
 dt;

(2.5)

kde bylo pou�ito zna�cení �r (T) = � r (T; x; y) a �r (0) = � r (0; x; y).
Dále �clen s ��u upravíme pomocí per partes ve vícerozm�erném integrálu pomocí výraz	u

�K
Z T

0

Z



� r � �u d
 dt = �K

Z T

0

Z

@

� r (r �u � n) dS dt + K

Z T

0

Z



r� r � r �u d
 dt

17



a

K
Z T

0

Z



r� r � r �u d
 dt = K

Z T

0

Z

@

�u (r� r � n) dS dt � K

Z T

0

Z



�u �� r d
 dt

na tvar

�K
Z T

0

Z



� r � �u d
 dt = �K

Z T

0

Z

@

� r (r �u � n) dS dt

+ K
Z T

0

Z

@

�u (r� r � n) dS dt

� K
Z T

0

Z



�u �� r d
 dt:

(2.6)

Dosazením výraz	u (2.5) a (2.6) do (2.4) a p�reuspo�rádáním�clen	u dostaneme pro dL(q)[h] tvar

dL(q)[h] =
Z

D
(uT(q) � p) �u T(q) dD +

Z



� r (T) �uT d


|                                                  {z                                                  }
�cleny s �uT

+
Z




�
� I � � r (0)

�
�u0 d


|                    {z                    }
�clen s �u0

�
Z T

0

Z




�
@t� r + K �� r

�
�u d
 dt

|                               {z                               }
�clen s �u uvnit�r oblasti

+
Z T

0

Z

@

(� b � K� r ) (r �u � n) dS dt

|                                    {z                                    }
�clen s r�u�n na okraji oblasti

+
Z T

0

Z

@

�u

�
K r� r � n + � u(q)

�
dS dt

|                                        {z                                        }
�clen s �u na okraji oblasti

�
Z T

0

Z

@

� b h dS dt + �

Z T

0

Z

@

q h dS dt + 


Z T

0

Z

@

minfq; 0g h dS dt

|                                                                                         {z                                                                                         }
�cleny bez �u

(2.7)

2.2 Adjungované rovnice

Po�adavkem vynulování výraz	u, které stojí p�red výrazy obsahující neznámé �u, dostaneme adjungo-
vané rovnice. Konkrétn�e dostaneme rovnici

� b = K � r v [0; T ] � @
 (2.8)

vyjad�rující vztah �b a � r , rovnici
� I (x; y) = � r (0; x; y) v 
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vyjad�rující vztah �I a � r a rovnice reprezentující rovnici vedení tepla pro �r , která je ovšem zp�etná v
�case, ve tvaru

�@t� r � K �� r = 0 v [0; T ] � 
 (2.9a)

s okrajovou podmínkou

r� r � n = u(q) v [0; T ] � @
 (2.9b)

a koncovou podmínkou

� r (T) = �
�
uT(q) � p

�
1D v 
; (2.9c)

kde 1D je charakteristická funkce disku D, tedy

1D(x; y) =

8
>><
>>:
1 pro (x; y) 2 D;

0 pro (x; y) < D:

Rovnici (2.9) lze pomocí substituce � = T � t, p�ri ozna�cení � � (�; x; y) = � r (T � �; x; y) a u � (q) =
u(T � �; x; y; q), p �revést na dop�rednou rovnici

@� � � (�; x; y) � K �� � (�; x; y) = 0 v [0; T ] � 
 (2.10a)

s okrajovou podmínkou

r� � (�; x; y) � n(x; y) = u� (q) v [0; T ] � @
 (2.10b)

a po�cáte�cní podmínkou

� � (0; x; y) = � r (T; x; y) = �
�
uT(q) � p

�
1D v 
: (2.10c)

2.3 Minimalizace Lagrangiánu

Pro získání numerického�rešení chceme najít optimální q�, pro které je hodnota L(q) nejmenší. Mini-
malizaci lze provést pomocí gradientního sestupu. V tomto�clánku za tímto ú�celem byla pou�ita metoda
L-BFGS-B [4].

V ka�dém kroku gradientního sestupu je pot�reba vzít momentální q a upravit ho ve sm�eru nejv�etšího
klesání v následujícím smyslu. P�ri spln�ení adjungovaných rovnic bude v�etšina�clen	u v (2.7) nulových
a zbyde

dL(q)[h] =
Z T

0

Z

@

�� b h + � q h + 
 minfq; 0g h dS dt;

co� je skalární sou�cin 

� q + 
 minfq; 0g � � b; h

�

na prostoru L2
�
[0; T ] � @


�
. Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti potom máme



� q + 
 minfq; 0g � � b; h

�
� jj� q + 
 minfq; 0g � � bjj jjhjj;
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p�ri �cem� rovnost nastane, jsou-li oba argumenty lineárn�e závislé, tedy pro

h = c (� q + 
 minfq; 0g � � b):

Za sm�er nejv�etšího klesání za ú�celem kroku v gradientním sestupu lze tedy zvolit

�(� q + 
 minfq; 0g � � b) = �� q � 
 minfq; 0g + � b = �� q � 
 minfq; 0g + K � r
���
@
; (2.11)

kde poslední rovnost platí díky rovnici (2.8) a �
���
@
 zna�cí operátor zú�ení na hranici.

Jeden krok gradientního sestupu je popsán v algoritmu 1.

Algoritmus 1: Postup jednoho kroku gradientního sestupu pro minimalizaci L(q) (2.1) p�ri nu-
merickém�rešení.

V jednom kroku gradientního sestupu, p�ri momentálním q, proved'te:
1. Vy�rešte rovnici vedení tepla v problému (1.1) za ú�celem napo�ctení u.

2. Pomocí hodnot napo�cteného�rešení u v koncovém�case T vy�rešte rovnici vedení tepla (2.10)
za ú�celem napo�ctení �r .

3. Pomocí napo�cteného �r proved'te krok gradientního sestupu ve sm�eru
�� q � 
 minfq; 0g + K � r

���
@
, viz (2.11), za ú�celem upravení tepelného toku q.

2.4 Rovnice vedení tepla

Ob�e rovnice vedení tepla v algoritmu 1 byly�rešeny pomocí kone�cných diferencí.
Uva�ujme rovnici vedení tepla ve tvaru

@tv � K �v = g v [0; T ] � 
; (2.12)

s okrajovou podmínkou

rv � n = g o v [0; T ] � @
 (2.13)

a po�cáte�cní podmínkou

v(0; �) = v0 na
; (2.14)

kde zna�cení je stejné jako v problému (1.1).
Zavedeme pravidelnou m�rí�ku bod	u S =

n�
tn; xi ; y j

�o
n;i; j

pokrývající [0; T ] � 
 ve tvaru

xi = �d + i h x; i = 0; : : : ; Nx � 1; h x =
2d

Nx � 1
;

y j = �d + j h y; j = 0; : : : ; Ny � 1; h y =
2d

Ny � 1
;

a

tn = n �t; n = 0; : : : ; N t; �t =
T
Nt

;

20



kde Nx je po�cet bod	u na ose x, hx je prostorový krok na ose x, Ny je po�cet bod	u na ose y, hy je prostorový
krok na ose y, Nt je po�cet �casových bod	u a �t je�casový krok.

Laplacián �v aproximujeme pomocí centrální diference druhého�rádu ve tvaru

�v(t n; xi ; y j) �
vn
i�1; j � 2v n

i; j + vn
i+1; j

h2
x

+
vn
i; j�1 � 2v n

i; j + vn
i; j+1

h2
y

; 8i 2 f1; : : : ; Nx � 2g; j 2 f1; : : : ; Ny � 2g;

kde zna�címe vni; j = v(tn; xi ; y j).
Derivace v gradientu v okrajové podmínce aproximujeme pomocí jednostranných diferencí s p�res-

ností druhého�rádu. U bod	u v rozích mrí�ky S byly uva�ovány ob�e slo�ky gradientu, @xv i @yv. Dop�redné
jednostranné diference lze z Taylorova rozvoje odvodit jako

@xv(tn; xi ; y j) �
�3v n

i; j + 4vn
i+1; j � v n

i+2; j

2hx

a

@yv(tn; xi ; y j) �
�3v n

i; j + 4vn
i; j+1 � v n

i; j+1

2hy

a zp�etné jako

@xv(tn; xi ; y j) �
3vn

i; j � 4v n
i�1; j + vn

i�2; j

2hx

a

@yv(tn; xi ; y j) �
3vn

i; j � 4v n
i; j�1 + vn

i; j�1

2hy
:

Nap�ríklad na levém okraji dostaneme go(tn; x0; y j) = rv(t n; x0; y j) � n(x0; y j) = �@xv(tn; x0; y j) �

�
�3v n

0; j+4vn
1; j�v

n
2; j

2hx
=

3vn
0; j�4v n

1; j+vn
2; j

2hx
.

Ozna�cme 8n 2 f0; : : : ; Ntg vektor vn 2 RNx�N y se slo�kami vnk = vn
i; j pro k = iNx+ j. P�ri pou�ití schéma

Cranka-Nicolsonové pro aproximaci�casové derivace dostaneme pro výpo�cet�rešení iterace ve tvaru

vn+1 � v n

�t
=

1
2

�
Cvn+1 + cn+1 + Cvn + cn

�
; n = 0; : : : ; Nt � 1; (2.15)

kde matice C 2 RNx�N y; Nx�N y obsahuje koe�cienty dané aproximacemi derivací v �v a rv a vektor
cn+1 2 RNx�N y, resp. cn 2 RNx�N y, obsahuje hodnoty vzniklé vy�císlením pravé strany g a okrajové
podmínky go z rovnic (2.12) a (2.13) v bodech (tn+1; xi ; y j) 8(i; j), resp. (tn; xi ; y j) 8(i; j). Rovnici (2.15)
lze p�repsat do tvaru

Avn+1 = Bvn + bn; n = 0; : : : ; Nt � 1: (2.16)

Hodnoty po�cáte�cního vektoru v0 jsou dány pomocí po�cáte�cní podmínky v0 jako v0k = v0
i; j = v0(tn; xi ; y j),

kde op�et k = iNx + j.
Jeliko� matice A nezávisí na�casovém kroku, lze soustavy (2.16) efektivn�e �rešit za pomoci LU roz-

kladu matice A. Tento zp	usob byl zvolen v této práci.
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Kapitola 3

Neuronové sít�e

3.1 Pln�e propojené neuronové sít�e

Matematicky lze de�novat pln�e propojenou neuronovou sít' jako zobrazení slo�ené z vrstev obsahu-
jících lineární transformace a nelineární funkce.

3.1.1 Vrstva

M�ejme vektor x 2 Rn; n 2 N. Výsledek výpo�ctu v jedné vrstv�e pln�e propojené neuronové sít�e
pro vstupní vektor x je dán jako

� (Wx + b) 2 Rm; m 2 N; (3.1)

kde W 2 Rm;n je matice vah, b 2 Rm je biasový neuron a � : D� � R m ! R m je tak zvaná aktiva�cní
funkce, kde D� zna�cí de�ni �cní obor funkce �.

Aktiva�cní funkce jsou typicky funkce jedné prom�enné, které jsou na vektor aplikované po slo�kách.
P�ríklady aktiva�cních funkcí jsou hyperbolický tangens, zde zna�cený jako „tanh“, funkce sigmoid de�-
novaná jako

�(x) =
1

1 + e�x (3.2)

nebo funkce Relu, z anglického „recti�ed linear unit“, která je de�nována jako

relu(x) =

8
>><
>>:

x pro x > 0;

0 pro x � 0:
(3.3)

3.1.2 Výpo�cet

Pln�e propojenou neuronovou sít' lze de�novat jako slo�ení N vrstev, kde prvních N � 1 vrstev je
tak zvan�e skrytých a poslední vrstva je tak zvan�e výstupní vrstva. Pro k-tou skrytou vrstvu, kde k 2
f1; : : : ; N � 1g, ozna�cme po�cet slo�ek vstupního vektoru jako nk 2 N, po�cet slo�ek výstupního vektoru
jako mk 2 N, matici vah jako W(k) 2 Rmk;nk, biasový neuron jako b(k) 2 Rmk, aktiva�cní funkci jako
� (k) a výstupní vektor jako h 2 Rmk, z anglického „hidden“. Pro výstupní vrstvu ozna�cme po�cet slo�ek
vstupního vektoru jako no 2 N, po�cet slo�ek výstupního vektoru jako mo 2 N, matici vah jako W(o) 2
Rmo;no, biasový neuron jako b(o) 2 Rmo, aktiva�cní funkci jako � (o) a výstupní vektor jako o 2 Rmo,
z anglického „output“. Podotkn�eme, �e musí platit nk = mk�1 8k 2 f2; :::; N � 1g a no = mN�1 . Ozna�cme
mno�inu všech vah pln�e propojené neuronové sít�e, tj. mno�inu obsahující slo�ky ze všech matic vah W
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a biasových vektor	u b, jako �. Pro vstupní vektor x 2 Rn1 je výpo�cet v neuronové síti N� s výsledkem
N � (x) = o de�nován rekurentním vztahem

h(1) = � (1)
�
W(1)x + b(1)

�
; (3.4a)

pro k = 2; : : : ; N � 1 : h(k) = � (k)
�
W(k)h(k�1) + b(k)

�
; (3.4b)

o = � (o)
�
W(o)h(N�1) + b(o)

�
: (3.4c)

3.1.3 Trénování

Pln�e propojené neuronové sít�e lze pou�ít k aproximaci�rešení n�ejakého reálného problému. Pro popis

trénování sít�e budeme pot�rebovat mno�inu trénovacích bod	u T =
n
x(i)

oNT

i=1
; NT 2 N. Dále zavedeme

tak zvanou ztrátovou funkci, zna�cenou L, která vyjad�ruje chybu aproximace neuronovou sítí. R	uzné
reálné problémy mají r	uzn�e de�nované ztrátové funkce. Obecn�e je ale chyba aproximace neuronovou
sítí spo�cítána pomocí bod	u z T a jeliko� výpo�cet v neuronové síti závisí na hodnotách vah sít�e, �, závisí
na nich i hodnoty ztrátové funkce, tedy L = L(�).

Trénování neuronové sít�e je proces upravování hodnot vah � za ú�celem minimalizace L(�). Typicky
se minimalizuje pomocí dávkovaného stochastického gradientního sestupu, jeho� pr	ub�eh je nastín�en
dále a v algoritmu 2. Stanoví se p�redem daný po�cet tak zvaných epoch. V ka�dé epoše se vemou všechny
trénovací body z T a náhodn�e se rozd�elí do tak zvaných dávek, jejich� po�cet je také stanoven p�red tréno-
váním. Pro ka�dou dávku s náhodn�e vybranými body se spo�cítá hodnota ztrátové funkce L pouze z bod	u
v této dávce. S touto hodnotou ztrátové funkce se provede krok gradientního sestupu. Postup je opakován
pro daný po�cet epoch. Typicky se p�ri trénování vyu�ívají pokro�cilejší metody zalo�ené na gradientním
sestupu jako jsou nap�ríklad Adam [10] nebo L-BFGS [11].

Algoritmus 2: Trénování neuronové sít�e
Zvolme náhodn�e po�cáte�cní hodnoty vah � neuronové sít�e N� . Dále zvolme mno�inu trénovacích
bod	u T , u�cící parametr � 2 (0; 1), po�cet epoch N 2 N a po�cet dávek M 2 N v jedné epoše.

Pro Epochu 1; : : : ; N proved'te:
Náhodn�e rozd�elte trénovací body T do dávek Td.
Pro Dávku 1; : : : ; M proved'te:

Spo�ct�ete L(�) pomocí bod	u v Td.
Upravte hodnotu vah � pomocí kroku základního gradientního sestupu na � � �r� L(�),
nebo pomocí pokro�cilejších metod jako nap�ríklad Adam [10].

Uvedeme zde p�ríklad tvaru L(�) pro regresi, který je podobný tvaru L(�) pro�rešení fyzikálních úloh
pomocí sítí PINN, viz sekce 3.2. P�redpokládejme, �e jsou k dispozici reálna data, nap�ríklad v podob�e
m�e�rení. Ozna�cme je (x(k); y(k)), kde k 2 f1; : : : ; ng, n 2 N je po�cet datových slo�ek, x(k) jsou vstupní
hodnoty a y(k) jsou p�ríslušné správné hodnoty. Pro regresi pak lze de�novat ztrátovou funkci jako

L(�) =
1
n

nX

i=1

���y(i) � ŷ (i)(�)
���2 : (3.5)

U�cící parametr z algoritmu 2 lze nechat po celou dobu u�cení stejný, nebo ho lze v pr	ub�ehu u�cení
sni�ovat za ú�celem zlepšení konvergence do n�ejakého (lokálního) minima L(�). V této práci bylo pou�ito
sni�ování pomocí kosínového �íhání, viz nap�ríklad �clánek [12]. Pro jeho de�nici uvedeme následující
zna�cení. M�ejme po�cáte�cní hodnotu u�cícího parametru, �max, a hodnotu �min, na kterou budeme parametr
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p�ri u�cení sni�ovat. Epochu, ve které za�cneme parametr sni�ovat, ozna�cme jako epo�c a epochu, ve které
dosáhneme po�adované hodnoty, jako ekonc. Hodnotu � v epoše e ozna�cme jako �(e). Hodnota � je dle
kosínového �íhání dána jako

�(e) =

8
>>>>>><
>>>>>>:

� max pro e < epo�c;

� min + 1
2(� max � � min)

�
1 + cos

�
� e�e po�c

ekonc�e po�c

��
pro epo�c � e � e konc;

� min pro ekonc < e:

(3.6)

Ilustraci lze najít na obrázku 3.1.1.

Obrázek 3.1.1: P�ríklad pr	ub�ehu u�cícího parametru � p�ri pou�ití kosínového �íhání, viz rovnice 3.6.

3.2 Sít�e PINN

P�ri reálných problémech, které souvisejí s fyzikou, ovšem nemusí neuronové sít�e trénované pouze
pomocí dat vést na fyzikáln�e smyslné výsledky, nebo je dat moc málo na to, aby bylo mo�né model
po�rádn�e natrénovat. Ovšem mohou být k dispozici informace navíc, nap�ríklad v podob�e PDR popisují-
cích daný problém. Myšlenka sítí PINN, navr�ených v�clánku [17], je zakomponovat do ztrátové funkce
informace z t�echto PDR.
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3.2.1 Standardní verze

Nejd�ríve se podívejme na sít�e PINN pro problémy pouze s PDR, bez optimalizace a inverzních úloh.
Uva�ujme dop�redný problém s PDR ve tvaru

@tu(t; x) � L(t; x; u; �) � f (t; x; u; �); = 0 t 2 I; x 2 
; (3.7a)

s okrajovou podmínkou

B(t; x; u; �) = 0 t 2 I; x 2 @
; (3.7b)

a po�cáte�cní podmínkou

I(t 0; x; u; �) = 0 x 2 
; (3.7c)

kde t 2 I je �cas, I � R je uzav�rený interval, @t zna�cí derivaci podle t, x 2 
 jsou prostorové sou�radnice,

 � R d je oblast, d 2 N, � � R dp jsou parametry, dp 2 N, L(t; x; u(t; x); �) je diferenciální operátor
obsahující parciální derivace u(t; x) pouze podle prostorových prom�enných x, f je pravá strana rovnice,
B reprezentuje okrajové podmínky, @
 je hranice 
, I reprezentuje po�cáte�cní podmínky, t0 je levý okraj
intervalu I a
 je uzáv �er 
.

�Rešení u aproximujeme neuronovou sítí, kterou budeme zna�cit û. Pro ni sestrojíme vhodnou ztráto-
vou funkci a sít' budeme trénovat minimalizací této funkce, viz sekce 3.1. Uva�ovaná ztrátová funkce
ve tvaru

L = wdLd + wr Lr + wbLb + wI LI (3.8)

je slo�ena z�clenu Lr reprezentujícího chybu v rovnici, z�clenu Lb reprezentujícího chybu v okrajové
podmínce, z�clenu LI reprezentujícího chybu v po�cáte�cní podmínce a z�clenu Ld, který reprezentuje chybu
sít�e od dat dostupných nap�ríklad z m�e�rení a vystupuje i ve standardních neuronových sítích, viz sekce
3.1.3. Ka�dý �clen je upraven p�ríslušným koe�cientem w, který upravuje, jak moc daný�clen p�rispívá
do celkové ztrátové funkce. Tyto koe�cienty tvo�rí d	ule�ité hyperparametry p�ri trénování sít�e a lze je
za�xovat na pevnou, p�redem vybranou hodnotu po celou dobu trénování, nebo je lze nap�ríklad m�enit
v pr	ub�ehu trénování podle n�ejakého algoritmu, viz nap�ríklad �clánek [20].

Pro up�resn�ení �clen	u Lr , Lb a LI uvedeme nejd�ríve následující informace. Zavedeme mno�iny tréno-
vacích bod	u

Tr =
n�

t(i)r ; x(i)
r

�oNr

i=1
� I � 
; N r 2 N; (3.9)

Tb =
n�

t(i)b ; x(i)
b

�oNb

i=1
� I � @
; N b 2 N; (3.10)

a

T I =
n�

t(i)0;I; x(i)
I

�oNI

i=1
� 
; N I 2 N; (3.11)

které budou slou�it k trénování sít�e û na spln�ení problému (3.7). Tyto mno�iny bod	u lze volit pravideln�e,
nap�ríklad jako m�rí�ku obdobn�e jako p�ri metod�e kone�cných diferencí. Ovšem jeliko� neuronovou sít' lze
vy�císlit v libovolném bod�e (t; x) � I � 
, viz sekce 3.1.2, lze trénovací body volit i jiným zp	usobem,
nap�ríklad náhodn�e, co� je jedna z výhod sítí PINN. Nyní lze uvést p�resný tvar�clen	u Lr , Lb a LI v podob�e

Lr =
1
Nr

NrX

i=1

h
@tû(t(i)r ; x(i)

r ) � L(t (i)
r ; x(i)

r ; û(t(i)r ; x(i)
r ); �) � f (t (i)

r ; x(i)
r ; û(t(i)r ; x(i)

r ); �)
i 2

; (3.12a)

Lb =
1
Nb

NbX

i=1

h
B(t(i)

b ; x(i)
b ; û(t(i)b ; x(i)

b ); �)
i 2

(3.12b)
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a

LI =
1
NI

NIX

i=1

h
I(t (i)

0;I; x(i)
I ; û(t(i)0;I; x(i)

I ); �)
i 2

: (3.12c)

Podotkneme, �e tyto rovnice jsou ve tvaru ztrátové funkce pro regresi, viz (3.5). P�ri vy �císlování výše
uvedených�clen	u je pot�reba vypo�císt hodnoty derivace aproximace û v trénovacích bodech. Jeliko� apro-
ximace je dána neuronovou sítí, lze tohoto v programu dosáhnout pomocí tak zvaného automatického
derivování, které je implementováno v python balících pro trénování neuronových sítí jako je nap�ríklad
Tensor�ow [13] a derivace lze tudí� jednoduše vy�císlit.

3.2.2 Formulace pro inverzní úlohu

Nyní uva�ujme bezrozm�ernou inverzní úlohu (1.10), kde pot�rebujeme ur�cit neznámé�rešení ũ a ne-
známou okrajovou podmínku q̃ p�ri znalosti�rešení v koncovém�case 1. Metoda�rešení této úlohy je p�re-
vzata z�clánku [15]. Jako p�ri �rešení dop�redného problému se neznámé�rešení ũ rovnic (1.10) aproximuje
neuronovou sítí, která bude zna�cena jako û. Po�cet jejích skrytých vrstev bude zna�cen jako Nv(û) a po�cet
neuron	u v jedné skryté vrstv�e jako Nn(û). Výstupní vrstva má jeden neuron reprezentující aproximaci
hodnoty ũ. Dále se dle�clánku [15] také neznámá okrajová podmínka q̃ aproximujeme pomocí neuronové
sít�e, která bude zna�cena jako q̂. Po�cet jejích skrytých vrstev bude zna�cen jako Nv(q̂) a po�cet neuron	u
v jedné skryté vrstv�e jako Nn(q̂). Výstupní vrstva má jeden neuron reprezentující aproximaci hodnoty q̃.

Spln�ení podmínky (1.11) je realizováno minimalizací�clen	u Lr , Lb a LI s jejich p�ríslušnými koe�ci-
enty wr , wb a wI , viz sekce 3.2.1, rovnice (3.12). Tyto�cleny mají pro úlohu (1.10) dle rovnic (3.12) p�ri
pou�ití aproximací û a q̂ tvar

Lr =
1
Nr

NrX

i=1

h
@̃tû

�
t̃; x̃; ỹ

�
� K̃�̃û

�
t̃; x̃; ỹ

�
� f̃

�
t̃; x̃; ỹ

� i 2
; (3.13a)

Lb =
1
Nb

NbX

i=1

h
r̃û

�
t̃; x̃; ỹ

�
� n

�
t̃; x̃; ỹ

�
� q̂

�
t̃; x̃; ỹ

� i 2
(3.13b)

a

LI =
1
NI

NIX

i=1

�
û (0; x̃; ỹ) � r̃ (x̃; ỹ)

�2 : (3.13c)

Podotkneme, �e oproti rovnicím (3.12) je zde zm�ena v tom, �e k aproximaci ũ pomocí û je zde navíc
i neznámá okrajová podmínka q̃ aproximována pomocí q̂.

Minimalizace samotného funkcionál (1.12) je dle [15] realizována p�ridáním�clenu

wJLJ = wJJ(û; q̂); (3.14)

do celkové ztrátové funkce L, tedy�clenu vzniklého aproximací funkcionálu pomocí neuronových sítí û
a q̂ (1.12) a pronásobením p�ríslušným koe�cientem wJ. Ovšem funkcionál (1.12) má daný tvar za ú�celem
vynucení podmínky (1.10d), ve které je funkce p̃ známa analyticky, viz sekce 1.2. Lze tedy vzít mno�inu
bod	u

Td =
n�

x̃(i)
d ; ỹ(i)

d

�oNd

i=1
� D̃; Nd 2 N; (3.15)

dosadit body z ní do funkce p̃ a vytvo�rit si mno�inu
n�

x̃(i)
d ; ỹ(i)

d ; p̃(x̃(i)
d ; ỹ(i)

d )
�oNd

i=1
daných bod	u a jim p�rí-

slušných hodnot p̃. Tuto mno�inu lze pova�ovat za reálná data za ú�celem zavedení datového�clenu Ld
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ztrátové funkce, viz sekce 3.2.1, rovnice (3.8). Tento�clen lze pou�ít za ú�celem vynucování podmínky
(1.10d) místo�clenu (3.14). Proto�e podmínka (1.10d) je po�adavek, aby aproximace û realizovaná neu-
ronovou sítí nabývala v�case 1 hodnot daných funkcí p̃, lze�clen Ld uva�ovat ve tvaru jako p�ri regresi, viz
rovnice (3.5), tedy konkrétn�e

Ld =
1

Nd

NdX

i=1

h
p̃
�
x̃(i)

d ; ỹ(i)
d

�
� û

�
1; x̃(i)

d ; ỹ(i)
d

�i 2
: (3.16)

Obdobn�e pro vynucení podmínky, �e desti�cku nelze na okraji aktivn�e chladit a která je reprezento-
vána rovnicí (1.13), pou�ijeme místo integrálního popisu následující postup. Vytvo�ríme mno�inu bod	u

Tc =
n�

t̃(i)c ; x̃(i)
c ; ỹ(i)

c

�oNc

i=1
� [0; 1] � @ 
̃; N c 2 N; (3.17)

a de�nujeme další�clen Lc ztrátové funkce jako

Lc =
1
Nc

NcX

i=1

����minfq̃(t̃(i)c ; x̃(i)
c ; ỹ(i)

c ); 0g
���� : (3.18)

Oproti (1.13) lze pou�ít první mocninu namísto druhé pro siln�ejší vynucení penalizace chlazení. Tento
�clen má také sv	uj koe�cient wc.

Nyní máme tedy celkovou ztrátovou funkci

L = wdLd + wr Lr + wbLb + wI LI + wcLc; (3.19)

kde Lr , Lb, LI , Ld a Lc jsou �cleny dané rovnicemi (3.13), (3.16) a (3.18) a wr , wb, wI , wd a wc jsou
jim p�ríslušné koe�cienty, viz sekce 3.2.1, a m	u�eme trénovat neuronové sít�e realizující aproximace ũ a
q̃ z problému (1.10) minimalizací ztrátové funkce (3.19). Jednou mo�ností zp	usobu trénování je p�rímo
dle �clánku [15], jen v této práci se zm�enou, �e místo�clenu LJ (3.14) je pou�it �clen Ld (3.16), viz algo-
ritmus 3. Druhou mo�ností je pou�ití adaptivního upravování koe�cient	u w b�ehem trénování dle�clánku
[20], upraveného pro dv�e neuronové sít�e a inverzní formulaci v této práci, viz algoritmus 4.

Algoritmus 3: Trénování sítí pro inverzní úlohu dle�clánku [15]. Poupraveno na pou�ití Ld

místo LJ.

Zvolte mno�inu Wd r	uzných hodnot wd, viz sekce 3.2.1.
Pro wd 2 Wd proved'te:

Natrénujte neuronové sít�e û a q̂ pomocí ztrátové funkce (3.19).
Natrénujte novou sít' û0 pomocí ztrátové funkce (3.19), p�ri �cem� q̂ netrénujte, ale pou�ijte tu
natrénovanou z p�redešlého kroku.

Pomocí natrénované sít�e û0 spo�ct�ete hodnotu Ld, viz rovnice (3.16).
Jako výslednou aproximaci ũ a q̃ z problému (1.10) zvolte dvojici û0 a q̂ z toho kroku p�redešlého
cyklu, ve kterém byla napo�ctená hodnota Ld nejmenší.
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Algoritmus 4: Trénování sítí pro inverzní úlohu pomocí adaptivního upravování koe�cient	u
w b�ehem trénování dle�clánku [20]. Poupraveno pro dv�e neuronové sít�e a inverzní formulaci
v této práci.

M�ejme neuronou sít' û s mno�inou vah �u a q̂ s mno�inou vah �q aproximující ũ a q̃ v problému
(1.10).

Ozna�cme � B � u [ � q.
P�redpokládejme ztrátovou funkci ve tvaru

L(�) = L r (�) +
X

i2fd;b;I;cg

wiLi(�); (3.20)

tedy jako v (3.19), jen bez koe�cientu wr .
Uva�ujme trénování dle algoritmu 2.
Zvolte parametr � 2 [0; 1] pro následující výpo�cet.
V ka�dé dávce proved'te:

Spo�ct�ete

ŵi =
max� fjr � Lr (�)jg

jr � Li(�)j
; i 2 fd; b; I; cg;

kdejr � Li(�)j zna�cí pr	um�er jr � Li(�)j podle vah �.
Upravte koe�cienty w pro L(�) podle vztahu

wi  (1 � �)w i + �ŵ i ; i 2 fd; b; I; cg:

Dopo�ct�ete L(�) podle vzorce (3.20) a proved'te krok gradientního sestupu.

28



Kapitola 4

Numerické výsledky

V následujících sekcích jsou prozkoumány výsledky�rešení problému (1.10) pro r	uzné n a m udávájící
Zernikovy polynomy Zmn , viz sekce 1.2, numerickým�rešením pomocí adjungovaných rovnic, viz sekce 2
a algoritmus 1.

Nebude-li uvedeno jinak, bylo pro po�cet diskretiza�cních bod	u v sekci 2.4 pou�ito Nt = 300 a Nx =
Ny = 120 a maximální po�cet iterací algoritmu L-BFGS-B [4], pou�itého pro gradientní sestup, byl
nastaven na 300.

Relativní chyba v následujících sekcích je dána jako

Erel(x̃; ỹ) =
û(1; x̃; ỹ) � p̃(x̃; ỹ)

max
i; j

fp̃(x̃i ; ỹ j)g � min
i; j

fp̃(x̃i ; ỹ j)g
; (4.1)

kde i a j jsou indexy bod	u numerické m�rí�ky, viz sekce (2.4).
Kód byl naprogramován v pythonu pomocí balí�ck	u Numpy [7] a SciPy [19].

4.1 n=2 m=0

Pro ukázku je na obrázku 4.1.1 uveden výsledek s chlazením a bez regularizací, viz popis u rovnic
(1.3) a (1.4), tedy s koe�cienty � = � = 
 = 0. Ovšem v problému aktivní chlazení není povoleno, viz
popis v sekci 1. Zákaz chlazení lze vynutit nenulovým koe�cientem 
. Pro hodnoty 
 = 0:1 a 
 = 0:01
algoritmus nezkonvergoval b�ehem nastaveného po�ctu maximálních iterací. Pro 
 = 0:001 algoritmus
zkonvergoval po 258 iteracích. Výsledek lze nalézt na obrázku 4.1.2.

Ovšem hodnoty p�reškálované teploty ũ a tepelného toku q̃ jsou b�ehem simulace vcelku vysoké, viz
obrázek 4.1.3. P�reškálované hodnoty teploty by na oblasti
̃ reprezentující �co�cku m�ely mít hodnoty
v intervalu [0; 1], na celé desti�cce poté i trochu vyšší. Ale v simulaci se maximální hodnoty teploty
dostanou a� k trojnásobku t�echto hodnot, ne� prudce klesnou. Navíc také oh�rívání je podle simulace
ur�ceno tak, �e se dlouho nic ned�eje a poté se za�cne desti�cka prudce oh�rívat. Tyto výsledky by nemusely
být fyzikální, proto byl dále nenulový i koe�cient � penalizace hodnot tepelného toku q̃. Koe�cient 
 byl
ponechán na stejné hodnot�e.

Pro hodnoty � = 0:1, 0.01 a 0.001 nebyla aproximace Zernikova polynomu p�resná. Výsledky byly
p�resn�ejší pro � = 0:0005, viz obrázky 4.1.4 a 4.1.5. Upozorníme, �e penalizace hodnot tepelného toku
vedla i k malému sní�ení hodnot teploty, viz obrázek 4.1.6.

Nakonec poznamenáme, �e maximální hodnoty teploty by bylo mo�né dále sní�it p�ridáním nenu-
lové hodnoty koe�cientu penalizace � hodnot teploty, ovšem za cenu p�resnosti aproximace Zernikova
polynomu.
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Obrázek 4.1.1: Výsledek v sekci 4.1 s chlazením a bez regularizací. Uprost�red je zobrazena relativní
chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polynomu Z0

2 v problému (1.10) s barevnou stupnicí napravo.
Okolo je zobrazen pr	ub�eh tepelného toku na okraji desti�cky s barevnou stupnicí nalevo.

4.2 n=2 m=-2

Uvedeme výsledek výsledek s velkou penalizací chlazení, viz obrázcky 4.2.1 a 4.2.2. Maximální
a minimální hodnoty teploty a tepelného toku lze najít na obrázku 4.2.3. Výsledek byl nasimulován
pomocí hodnot penalizací � = 0:001, � = 0:001 a 
 = 0:04. Poznamenáme, �e aproximaci polynomu lze
vylepšit za cenu v�etšího chlazení menší hodnotou koe�cientu 
.

4.3 n=3 m=-3

Pro tento polynom bylo pot�reba navýšit hodnotu koe�cientu 
 penalizace chlazení. Kone�cné hodnoty
koe�cient	u jsou � = 0:0001, � = 0:001 a 
 = 0:1. Výsledek je uveden na obrázcích 4.3.1 a 4.3.2,
maximální a minimální hodnoty teploty a tepelného toku lze najít na obrázku 4.3.3.

4.4 n=3 m=1

První uvedeme výsledek, kdy bylo tém�e�r eliminováno chlazení. Ovšem op�et za cenu velmi špatné
aproximace Zernikova polynomu. Výsledek lze najít na obrázcích 4.4.1 a 4.4.2, maximální a minimální
hodnoty teploty a tepelného toku na obrázku 4.4.3. Bylo ho dosa�eno pomocí hodnot penalizací jako v
sekci 4.3, tedy � = 0:0001, � = 0:001 a 
 = 0:1.
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Obrázek 4.1.2: Výsledek s penalizací chlazení v sekci 4.1 s penaliza�cními koe�cienty � = � = 0 a

 = 0:001. Uprost�red je zobrazena relativní chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polynomu Z0

2 v pro-
blému (1.10) s barevnou stupnicí napravo. Okolo je zobrazen pr	ub�eh tepelného toku na okraji desti�cky s
barevnou stupnicí nalevo.

Bohu�el pro toto nastavení je polynom velmi špatn�e aproximován, viz obrázek 4.4.2. Aproximaci
lze vylepšit, ovšem za cenu mnohem v�etšího chlazení. P�ríklad tohoto výsledku se zm�enou koe�cientu

 na 0.001 lze nalézt na obrázcích 4.4.4 a 4.4.5. Pro hodnotu 
 = 0:01 mezi dv�ema p�redchozími, 0.1
a 0.001, jsou aproximace výsledku i hodnoty kvalitativn�e také mezi t�emito dv�ema výsledky.

4.5 n=4 m=-4

Jako v sekci 4.4 nelze eliminovat chlazení úpln�e, viz obrázek 4.5.1. Navíc jako v p�redchozích sekcích
není pro malé chlazení polynom aproximován velmi p�resn�e, jak lze vid�et na obrázku 4.5.2. Relativní
chyba a tepelný tok okrajem desti�cky lze nalézt na obrázku 4.5.3. Aproximaci lze op�et zlepšit povolením
v�etšího chlazení, viz obrázky 4.5.4 a 4.5.5.

4.6 n=4 m=2

Jako v p�redchozích sekcích nelze eliminovat chlazení úpln�e a s v�etším chlazením se zlepšuje aproxi-
mace polynomu. Uvádíme tedy jen výsledky pro tém�e�r eliminované chlazení pomocí koe�cient	u � = 0,
� = 0:005 a 
 = 0:1 na obrázcích 4.6.1, 4.6.2 a 4.6.3.
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(a) Maximum a minimum teploty ũ na desti�cce v�case. (b) Maximum a minimum tepelného toku q̃ na okraji
desti�cky v �case.

Obrázek 4.1.3: Na grafech jsou zobrazeny pr	ub�ehy maximálních a minimálních hodnot teploty a tepel-
ného toku v�case z problému (1.10). Uvedeno pro výsledek s penalizací chlazení v sekci 4.1 s penaliza�c-
ními koe�cienty � = � = 0 a 
 = 0:001. Bez pou�ití penalizace hodnoty tepelného toku koe�cientem �
jsou jeho hodnoty velké.

Obrázek 4.1.4: Výsledek po p�ridání penalizace hodnot tepelného toku pomocí nenulového koe�cientu �
v sekci 4.1. Koe�cienty m�ely hodnoty � = 0, � = 0:0005 a 
 = 0:001. Uprost�red je zobrazena relativní
chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polynomu Z0

2 v problému (1.10) s barevnou stupnicí napravo.
Okolo je zobrazen pr	ub�eh tepelného toku na okraji desti�cky s barevnou stupnicí nalevo.
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Obrázek 4.1.5: Výsledek po p�ridání penalizace hodnot tepelného toku pomocí nenulového koe�cientu
� v sekci 4.1. Koe�cienty m�ely hodnoty � = 0, � = 0:0005 a 
 = 0:001. Zobrazeny jsou hodnoty
aproximace û�rešení p�reškálovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu Z0

2 p�ri
numerickém�rešení, viz sekce 2.
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(a) Maximum a minimum teploty ũ na desti�cce v�case. (b) Maximum a minimum tepelného toku q̃ na okraji
desti�cky v �case.

Obrázek 4.1.6: Na grafech jsou zobrazeny pr	ub�ehy maximálních a minimálních hodnot teploty a tepel-
ného toku v�case z problému (1.10) po p�ridání penalizace hodnot tepelného toku pomocí nenulového
koe�cientu � v sekci 4.1. Koe�cienty m�ely hodnoty � = 0, � = 0:0005 a 
 = 0:001.

Obrázek 4.2.1: Výsledek v sekci 4.2 s koe�cienty � = 0:001, � = 0:001 a 
 = 0:04. Uprost�red je
zobrazena relativní chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polynomu Z�2

2 v problému (1.10) s barevnou
stupnicí napravo. Okolo je zobrazen pr	ub�eh tepelného toku na okraji desti�cky s barevnou stupnicí nalevo.
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Obrázek 4.2.2: Výsledek v sekci 4.2 s koe�cienty � = 0:001, � = 0:001 a 
 = 0:04. Zobrazeny jsou
hodnoty aproximace û�rešení p�reškálovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu
Z�2

2 p�ri numerickém�rešení, viz sekce 2.
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(a) Maximum a minimum teploty ũ na desti�cce v�case. (b) Maximum a minimum tepelného toku q̃ na okraji
desti�cky v �case.

Obrázek 4.2.3: Na grafech jsou zobrazeny pr	ub�ehy maximálních a minimálních hodnot teploty a te-
pelného toku v�case z problému (1.10) pro výsledek v sekci 4.2 s koe�cienty � = 0:001, � = 0:001
a 
 = 0:04.

Obrázek 4.3.1: Výsledek v sekci 4.3 s koe�cienty � = 0:0001, � = 0:001 a 
 = 0:1. Uprost�red je
zobrazena relativní chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polynomu Z�3

3 v problému (1.10) s barevnou
stupnicí napravo. Okolo je zobrazen pr	ub�eh tepelného toku na okraji desti�cky s barevnou stupnicí nalevo.
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Obrázek 4.3.2: Výsledek v sekci 4.3 s koe�cienty � = 0:0001, � = 0:001 a 
 = 0:1. Zobrazeny jsou
hodnoty aproximace û�rešení p�reškálovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu
Z�3

3 p�ri numerickém�rešení, viz sekce 2.
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(a) Maximum a minimum teploty ũ na desti�cce v�case. (b) Maximum a minimum tepelného toku q̃ na okraji
desti�cky v �case.

Obrázek 4.3.3: Na grafech jsou zobrazeny pr	ub�ehy maximálních a minimálních hodnot teploty a tepel-
ného toku v�case z problému (1.10) pro výsledek v sekci 4.3 s koe�cienty � = 0:0001, � = 0:001 a

 = 0:1.

Obrázek 4.4.1: Výsledek v sekci 4.4 s koe�cienty � = 0:0001, � = 0:001 a 
 = 0:1. Uprost�red je
zobrazena relativní chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polynomu Z1

3 v problému (1.10) s barevnou
stupnicí napravo. Okolo je zobrazen pr	ub�eh tepelného toku na okraji desti�cky s barevnou stupnicí nalevo.

38



Obrázek 4.4.2: Výsledek v sekci 4.4 s koe�cienty � = 0:0001, � = 0:001 a 
 = 0:1. Zobrazeny jsou
hodnoty aproximace û�rešení p�reškálovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu
Z1

3 p�ri numerickém�rešení, viz sekce 2. Pro takto velký koe�cient penalizace chlazení, 
, je chlazení
velmi malé, ale p�resto není eliminováno úpln�e, viz obrázek 4.4.3. Aproximace polynomu je ovšem velmi
špatná.

39



(a) Maximum a minimum teploty ũ na desti�cce v�case. (b) Maximum a minimum tepelného toku q̃ na okraji
desti�cky v �case.

Obrázek 4.4.3: Na grafech jsou zobrazeny pr	ub�ehy maximálních a minimálních hodnot teploty a tepel-
ného toku v�case z problému (1.10) pro výsledek v sekci 4.4 s koe�cienty � = 0:0001, � = 0:001
a 
 = 0:1.
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Obrázek 4.4.4: Výsledek v sekci 4.4 s koe�cienty � = 0:0001, � = 0:001 a 
 = 0:001. Zobrazeny jsou
hodnoty aproximace û�rešení p�reškálovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu
Z1

3 p�ri numerickém�rešení, viz sekce 2. Pro menší koe�cient 
 je aproximace polynomu mnohem lepší
ne� pro 
 = 0:1, viz obrázek 4.4.2, ovšem za cenu velkého chlazení na okraji, zejména ke konci�casového
intervalu, viz obrázek 4.4.5.
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(a) Maximum a minimum teploty ũ na desti�cce v�case. (b) Maximum a minimum tepelného toku q̃ na okraji
desti�cky v �case.

Obrázek 4.4.5: Na grafech jsou zobrazeny pr	ub�ehy maximálních a minimálních hodnot teploty a tepel-
ného toku v�case z problému (1.10) pro výsledek s koe�cienty � = 0:0001, � = 0:001 a 
 = 0:001 v sekci
4.4. Pro menší koe�cient 
 je aproximace polynomu mnohem lepší, viz obrázek 4.4.4, ovšem za cenu
velkého chlazení na okraji, zejména ke konci�casového intervalu.

(a) Maximum a minimum teploty ũ na desti�cce v�case. (b) Maximum a minimum tepelného toku q̃ na okraji
desti�cky v �case.

Obrázek 4.5.1: Na grafech jsou zobrazeny pr	ub�ehy maximálních a minimálních hodnot teploty a tepel-
ného toku v�case z problému (1.10) pro výsledek v sekci 4.5 s koe�cienty � = 0, � = 0:001 a 
 = 0:1.

42



Obrázek 4.5.2: Výsledek v sekci 4.5 s koe�cienty � = 0, � = 0:001 a 
 = 0:1. Zobrazeny jsou hodnoty
aproximace û�rešení p�reškálovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu Z�4

4 p�ri
numerickém�rešení, viz sekce 2. Pro takto velký koe�cient penalizace chlazení, 
, je chlazení velmi malé,
ale p�resto není eliminováno úpln�e, viz obrázek 4.5.1. Aproximace polynomu je navíc velmi špatná.

43



Obrázek 4.5.3: Výsledek v sekci 4.5 s koe�cienty � = 0, � = 0:001 a 
 = 0:1. Uprost�red je zobrazena
relativní chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polynomu Z�4

4 v problému (1.10) s barevnou stupnicí
napravo. Okolo je zobrazen pr	ub�eh tepelného toku na okraji desti�cky s barevnou stupnicí nalevo.

(a) Maximum a minimum teploty ũ na desti�cce v�case. (b) Maximum a minimum tepelného toku q̃ na okraji
desti�cky v �case.

Obrázek 4.5.4: Na grafech jsou zobrazeny pr	ub�ehy maximálních a minimálních hodnot teploty a te-
pelného toku v�case z problému (1.10) pro výsledek v sekci 4.5 po zmenšení penalizace chlazení, s
kone�cnými hodnotami koe�cient	u � = 0, � = 0:001 a 
 = 0:001. Pro menší koe�cient 
 je aproximace
polynomu mnohem lepší, viz obrázek 4.5.5, ovšem za cenu velkého chlazení okraje desti�cky, zejména
ke konci�casového intervalu.
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Obrázek 4.5.5: Výsledek v sekci 4.5 po zmenšení penalizace chlazení, s kone�cnými hodnotami koe�-
cient	u � = 0, � = 0:001 a 
 = 0:001. Zobrazeny jsou hodnoty aproximace û�rešení p�reškálovaného
problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu Z�4

4 p�ri numerickém�rešení, viz sekce 2. Pro
menší koe�cient 
 je aproximace polynomu mnohem lepší ne� pro 
 = 0:1, viz obrázek 4.5.2, ovšem za
cenu velkého chlazení na okraji, viz obrázek 4.5.4.
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Obrázek 4.6.1: Výsledek v sekci 4.6 s koe�cienty � = 0, � = 0:005 a 
 = 0:1. Zobrazeny jsou hodnoty
aproximace û�rešení p�reškálovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu Z2

4 p�ri
numerickém�rešení, viz sekce 2.
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Obrázek 4.6.2: Výsledek v sekci 4.6 s koe�cienty � = 0, � = 0:005 a 
 = 0:1. Uprost�red je zobrazena
relativní chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polynomu Z2

4 v problému (1.10) s barevnou stupnicí
napravo. Okolo je zobrazen pr	ub�eh tepelného toku na okraji desti�cky s barevnou stupnicí nalevo.

(a) Maximum a minimum teploty ũ na desti�cce v�case. (b) Maximum a minimum tepelného toku q̃ na okraji
desti�cky v �case.

Obrázek 4.6.3: Na grafech jsou zobrazeny pr	ub�ehy maximálních a minimálních hodnot teploty a tepel-
ného toku v�case z problému (1.10) pro výsledek v sekci 4.6 s koe�cienty � = 0, � = 0:005 a 
 = 0:1.
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Kapitola 5

Výsledky sítí PINN

V následujících sekcích jsou prozkoumány výsledky�rešení problému (1.10) pro r	uzné n a m udávájící
Zernikovy polynomy Zmn , viz sekce 1.2, pomocí sítí PINN, viz algoritmy 3 a 4. Kód byl napsán v pythonu
pomocí balí�cku Tensor�ow [13] verze 2.15.

5.1 Nastavení pro trénování

Mno�iny trénovacích bod	u z de�nic (3.9), (3.15) a (3.17) byly vybrány následovn�e. Mno�ina [0; 1] �


̃ z formulace (1.10) je pokryta pravidelnou m�rí�kou T o Nt � N x � N y bodech (̃t; x̃; ỹ), kde Nt je po�cet

hodnot pokrývajících�casový interval [0; 1], Nx je po�cet hodnot pokrývajících�ctverec
̃ podél osy x

a Ny je po�cet hodnot pokrývajících�ctverec
̃ podél osy y. Z bod	u z této m�rí�ky byly sestaveny mno�iny
trénovacích bod	u následovn�e. Do Tr byly vybrány body (̃t; x̃; ỹ), pro které x-ová nebo y-ová slo�ka

nele�í na okraji
̃. Do T b byly vybrány body (̃t; x̃; ỹ), pro které x-ová nebo y-ová slo�ka le�í na okraji


̃. Do T I byly vybrány body (̃t; x̃; ỹ), pro které t = 0. Do Td byly vybrány body (̃t; x̃; ỹ), pro které
(x̃; ỹ) 2 D̃. Mno�ina bod	u pro vynucení chlazení je stejná jako mno�ina bod	u na trénování okrajové
podmínky, tedy Tc = Tb.

Ve výsledcích v této sekci byla pou�ita relativní chyba ve tvaru

Erel(x̃; ỹ) =
û(1; x̃; ỹ) � p̃(x̃; ỹ)

max
(x̃; ỹ)2 T \ D̃

fp̃(x̃; ỹ)g � min
(x̃; ỹ)2 T \ D̃

fp̃(x̃; ỹ)g
; (5.1)

p�ri �cem� m�rí�ka T pro vy�císlení maxima a minima v chyb�e byla sestavena s Nx = Ny = 200.
Nebude-li uvedeno jinak, spole�cné nastavení n�ekterých parametr	u pro trénování bylo pou�ito dle ta-

bulky 5.1.1.

5.2 P�ridání dodate�cných bod	u na hranici �co�cky

P�ri prvním trénování s výše uvedenými body byla relativní chyba (5.1) velká na okraji�co�cky. Detaily
lze nalézt v p�ríloze A.2. Byla tedy zavedena následující modi�kace. Do mno�iny trénovacích bod	u Td

bylo p�ridáno Nextra dodate�cných bod	u rovnom�ern�e rozmíst�ených na hranici oblasti�co�cky, tedy na @̃D,
viz rovnice (1.10).
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Trénování, viz algoritmus 2
Metoda pro krok gradientního sestupu Adam [10]
Po�cet dávek v epoše 4
Nextra 36

Nastavení sít�e û, viz. sekce 3.1 a 3.2.2
Aktiva�cní funkce ve skrytých vrstvách hyperbolický tangens
� (o) není, pouze lineární transformace

Nastavení sít�e q̂, viz. sekce 3.1 a 3.2.2
Aktiva�cní funkce ve skrytých vrstvách hyperbolický tangens
� (o) není, pouze lineární transformace

Kosínové �íhání, viz rovnice (3.6)
� max � 0

� min 0:05 �0
emin 0:2 Nepoch

emax 0:7 Nepoch

Nastavitelné parametry v algoritmu 4
� 0.9

Tabulka 5.1.1: Sdílené parametry pro r	uzná nastavení trénování, není-li v jednotlivých nastaveních spe-
ci�kováno jinak. Nepochzna�cí po�cet epoch trénování a �0 zna�cí po�cáte�cní hodnotu u�cícího parametru �,
viz algoritmus 2. Nextrazna�cí po�cet dodate�cných bod	u p�ridaných na okraj oblasti�co�cky, viz popis v sekci
5.1.

5.3 n=2 m=0

Neuronové sít�e û i q̂ m�ely ob�e 4 skryté vrstvy po 25 neuronech. Ka�dá sít' má takto 2076 trénovatel-
ných vah pro celkový po�cet 4152. Zvolený po�cet bod	u vedl na zhruba stejný celkový po�cet trénovacích
bod	u jako byl celkový po�cet trénovatelných vah obou sítí dohromady. P�rehled parametr	u trénování je
v tabulce 5.3.1.

Nejd�ríve bylo vyzkoušeno trénování pomocí adaptivních koe�cient	u ztrátové funkce, viz algorit-
mus 4. Výsledek pro nejlepší hodnotu Ld je zobrazen na obrázcích 5.3.1 a 5.3.2. Ovšem z pr	ub�ehu
zah�rívání okraje desti�cky není úpln�e jisté, �e by m�el vzniknout po�adovaný parabolický teplotní pro�l
polynomu. Bylo proto vyzkoušeno trénování podle algoritmu 3. Zde se nasimulovaný pr	ub�eh zah�rívání
okraje desti�cky zdá být více fyzikální, viz obrázek 5.3.3, a více se podobá výsledk	um z numerické sekce,
ovšem za cenu mnohem v�etší relativní chyby aproximace p�redepsaného Zernikova polynomu.

5.4 n=2 m=-2

Velikosti sítí a po�cty bod	u byly voleny jako v sekci 5.3. P�rehled parametr	u trénování je v tabulce
5.4.1. Sít�e byly trénovány pomocí algoritmu 4. Výsledek pro nejlepší hodnotu Ld je zobrazen na obráz-
cích 5.4.1 a 5.4.2. Zah�rívání okraje desti�cky se zdá, �e by mohlo fyzikáln�e odpovídat po�adovanému
teplotnímu pro�lu polynomu.
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