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Nézev préce:

Reseni optimalizacnich problému s omezenim PDR s fyzikou informovanych neuronovych siti

Autor: Be. Filip Barto§
Studijni program: Matematické inZenyrstvi
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Vedouci préace: doc. Ing. Tomas Oberhuber, Ph.D., katedra matematiky, Fakulta jadernd a fyzikdlné in-
Zenyrskd, Ceské vysoké uceni technické v Praze

Abstrakt: Optimalizacni problémy s omezenim parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi Ize pouzit k po-
pisu redlnych fyzikalnich dloh. Je tedy dlleZzité tyto ulohy umét vyfesit. S rozvojem hlubokého uceni
a zejména neuronovych siti v poslednich letech pfisla snaha pouZit tyto metody na feSeni fyzikalnich
problémi. Jednou z takovych metod jsou tak zvané fyzikou informované neuronové sité. V této praci je
prozkoumdna konkrétni fyzikalni dloha popsand pravé jako optimalizacni problém s omezenim rovnic{
vedeni tepla s Neumannovou okrajovou podminkou. Za dkol bylo urcit nezndmy tepelny tok na okraji
desticky s cockou tak, aby na ¢occe Sifenim tepla vznikl poZadovany teplotni profil dany Zernikovymi
polynomy. Problém byl feSen pomoci numerické metody adjungovanych rovnic a pomoci fyzikou infor-
movanych neuronovych siti pro rizné Zernikovy polynomy. Nakonec byly vysledky obou metod pro-
zkoumdny a porovnany.

Kliové slova: adjungované rovnice, fyzikou informované neuronové sité, optimalizacni problém s ome-
zenim PDR, rovnice vedeni tepla, Zernikovy polynomy

Title:

Solution of PDE constrained optimization problems using physics-informed neural networks

Author: Bc. Filip Barto§

Abstract: Optimization problems constrained by partial differential equations can be used to describe
real physical systems. So it is important to be able to solve these problems. With the advancements
of deep learning and in particular neural networks in the recent years emerged an effort to use these
methods for solving physical problems. One such method are so called physics informed neural net-
works. In this thesis we examine a concrete physical problem described as an optimization problem
constrained by the heat equation with a Neumann boundary condition. The task was to determine the un-
known heat flux on the boundary of a plate with a lens on top such that using heat transfer we obtain
a desired heat profile described by Zernike polynomials. The problem was solved by a numerical method
using adjoint equations and by the physics informed neural networks for various Zernike polynomials.
Finally the results of both methods were examined and compared.

Key words: adjoint equations, heat equation, PDE constrained optimization problem, physics informed
neural networks, Zernike polynomials
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Uvod

Parcialni diferencialni rovnice (PDR) jsou dule it&ipopisu ruznych realnych aloh ve fyzice, in-
enyrstvi a dalSich oborech. Navic mu e byt po adovano dany realny systiérealnou situaci ejak
ovlivnhovat za éelem dosa eni po adovaného vysledku. Z tohoto vnika po adaesit optimalizani
problém, ktery je omezeny s@nim PDR popisujicich dany problém. Takovyto problém lze matema-
ticky zapsat v obecném tvaru jako

minJ(u;a) +R()  zapodminky D(u; ) = 0; 1)

kde u je stavova proamna, q jeridici promenna, J reprezentuje minimalizovany funkciondl, R repre-
zentuje omezenrdi regularizaciridici pronenné a D reprezentuje omezujici PDR. Stavova pona u

mu e reprezentovat nafklad reSeni omezujici PDR D. CilemeSeni tohoto problému je najit neznamou
ridici promennou q tak, aby cely funkcional J(u; q) + R(q) byl minimalizovany.

V posledni dobk se v ruznych oblastech velmi zvySuje pou iti strojovélueni, zejména neurono-
vych siti, jako nagklad pou iti velkych jazykovych modelu ve zpracovani textu. S timto rozvojesiyp
i pokusy pou it strojové geni nareSeni fyzikalnich Gloh. Jednou z metod v této oblasti jsou tak zvané
fyzikou informované neuronové sitjejich nazev byl navr en v puvodninelanku této metody [17].

Tyto sie budou dale ozmavany pomoci zkratky ,sét PINN“ z anglického Physics-Informed Neural
Network.

V clanku [3] bylareSena rovnice vedeni tepla v 1D s pravou stranou i bez ni. Jedno ze zadani modelo-
valo interakci laseru s biologickou tkameSeni bylo porovnano se softwarem pedeni dané fyzikalni
Glohy. V clanku [5] byly mimo jinéreSeny 2 ruzné 2D Ulohy, @popsané nesttaelnymi Navierovymi-
Stokesovymi (N.-S.) rovnicemi a rovnici vedeni tepla. V okrajové podmince nebyla znama teplota na celé
hranici. Na par mistech oblasti byla k dispozici teplotaareni senzory. Pomocéthto nereni byla na-
trénovana sit PINN, ktera aovala teplotu, rychlost i tlak v celé oblasti a teplotua#estech hranice,
kde nebyla puvode znamaReSeni bylo porovnano s numerickyascem. Vclanku [2] byla modelo-
vana teplota v hlinikové zdi pomoci rovnice vedeni tepla v 1D. Okrajové podminky byly zadany jako
Neumannovy s tim, e podminka na jedné s&dyla pova ovana za neznamou proell formulace
inverzni Ulohy. Data pra@eSeni inverzni Ulohy byla nagenerovana z analytické&$eni ziskaného po-
moci Greenovy funkce. Pomoci siti PINN byksena gma i inverzni tloha a aproximaeeseni byla
porovnana s analytickymesenim. \clanku [18] byla navr ena metoda preseni nehladkych optimali-
zacnich Uloh s omezenim PDR kombinujici metodu ADMM & $tNN. Metoda byla otestovana na 4
problémech, ve kterych byly pou ity také nehladkeé reguraliz&aSeni siti PINN bylo porovnano s ana-
lytickym nebo numerickymieSenim. Vclanku [1] byly reSeny inverzni problémy pomoci neuronovych
siti pri pou iti slabé formulace. Metoda byla otestovana na vicero problémech, i ve vySSich dimenzich,
a byla srovnana s puvodni metodou siti PINN [17]. Je obsa ena i analyza zaviskestii na nastaveni
nekterych trénovacich parametru. Mensi studie siti PINN na Poissormwnici a bezasovych N.-S.
rovnicich Ize nalézt v [6]. \tlanku [9] jereSena standardni i stochasticka varianta inverzniho problému
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popsaneho adveki-difuzni-reakni rovnici. Pro ekteré parametryaeni jsou nalezeny optim&jsi
hodnoty pomoci Bayesovské optimalizace a jsou porovnangre nybranymi hodnotami.



Kapitola 1

Popis problému

Mejme nasledujici fyzikalni problém. Navercové destice je polo enacocka. Destika je na okraiji
zalrivana,cim se zane nenit jeji teplota a dusledkem toho i teplatecky. Desttku Ize aktivre pouze
zalrivat, ale nikoliv chladit. Ukol je wit, jak je poteba destiku na okraji zahvat, aby nacocce po re-
jakém danéntase vznikl speci cky teplotni pro | (rozlo eni teploty).

1.1 Rovnice vedeni tepla

Uvedeny problém Ize popsat dvou dimenzionalni (2D) rovnici vedeni tepla s Neumannovou okrajo-
vou podminkou, tedy

@t xy) Ku Gxy=fExy); 8txy) 2[0;T] ; (1.1a)
ru txy) ntxy=qtxy); 8txy)2[0T] @; (1.1b)
a
uO; ;) =r(xy); 8(xy)2; (1.1¢)
s podminkou
u(™; x;y) = p(x;y);  8(x;y) 2 D; (1.1d)

kde t jecas, X;y jsou prostorove s@anice, u je teplota, K je difizni koe cient, u = @ + @Qyu
je Laplaceuv operator, f je zdrojowlen, T je koncovycas, = (d;d) 2 R 2 je ctvercova oblast,
d >0, ruje gradientu, @ je hranice , nje vrejSi normala @ , q je okrajova podminka, r jegdbeni
podminka, je uzaver , D je disk o polomeru d, tedy D = f(x;y) 2 Rjx2+y2 dpg,0<d@ d,
a p je funkce udavajici po adovany teplotni pro I.
Neznamaidici pronenna podle popisu v rovnici (1) je zde okrajova podminka g a stavovagmmadn
je teplota u. Uloha je tedy inverzniho razu, jeliko petbujeme wit neznamou okrajovou q ze znalosti
reSeni u v zadanérase T. Pro tento konkrétni problém bude PDR D v obecné formulaci (1) dana jako

tGxy) Ku Gxy f EGxy)
D(u;g) = B ru (txiy' n(txy) q Gxy) (1.2)
u(0;x;y) r (xy)



Funkcional J Ize zacelem vynuceni rovnice (1.1d) formulovat jakghormu rozdilu teploty u v daném
case T a po adovaného teplotniho pro lu p. Navfaddme penalizaci velkych hodnot u na okraji oblasti
. Celkem tedy mame funkcional ve tvaru
1Z zZ Z
Jua) =5 uTixy) pey)fdxy)+ (u(t; x; y)?d(x; y) dt; (1.3)
D 0 @

kde je volitelny parametr. Pro vynuceni podminky, e destii nelze aktive na okraji chladit, Ize
pou it regularizaci R(q) ve form L, normy z4pornych hodnot okrajové podminky g. Navietgpidame
penalizaci velkych hodnot g. Mame tedy regularizaci ve tvaru
Z L Z L
R(@) =5 (a(t;x; y)*d(x;y) dt +- (minfq(t; x; y); 0 d(x; y) dt; (1.4)
0 @ 0 @

kde a jsou volitelné parametry.

1.2 Zernikovy polynomy

Po adovany teplotni pro | p po danérase T jako to funkce polohy (x; y) na deste je rektery z tak
zvanych Zernikovych polynomu. Tyto polynomy jsou pou ivany riifad v optice a tvoi mno inu po-
lynomu ortogonalnich na jednotkovém disku. V problému v torifmku jsou lineérae transformovany
tak, aby jejich hodnoty byly v po adovaném teplotnim rozmezi [Qida aby argument , viz de nice
dale, sphoval 0 d p.

Nenormalizované a netransformované Zernikovy polynomy Ize v polarnichdhoigich

x = cos();
y = sin()
pro O 1a0 '<2 denovatjako
Z0(;Y =R ()cos(m); m,0; (1.5a)
Z"(;)=R ()sin(m); m,O0; (1.5b)
a
Z¥(;)=R {(); m=0; (1.5¢)
kde
X |
RYO= (X (n ¥ n 2k (1.5d)
o Kkl opopoamoge
pron msudéa
RY()=0 (1.5€)

pron mliché, n;m 2 N[fOg, viz napiklad [16]. Frehled nenulovych Zernikovych polynomu prekolik
prvnich n a jejich vyjateni v kartészkych saadnicich Ize najit v tabulce 1.2.1. Grachto polynomu
Ize nalézt na obrazku 1.2.1.
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n m 2 polarni sowadnice kartézské scadnice
0 0 z§ 1 1
1 -1 Z sin () y
1z cos () X
2 2 Zf 2sin(2) 2xy
0 Z% 221 2x2+2y? 1
2 Z 2cos(2 ) X% y?
3 -3 7z} 3sin(3) y 3¢ y?
-1z} 32 2 sin() y 3% +3y? 2
1 Z 32 2 cos() X 3% +3y? 2
3 3cos(3) X x> 3y?
4 -4 z} 4sin(4 ) 4xy X2 y 2
-2 Z7 242 3 sin(2) 2xy 4X2 +4y? 3
0 2 646 2+1 6x2 By 2+6 K+y2 +1
2 Z 242 3 cos(2) X2 y? 4X+4y* 3
4 7 4cos(4 ) x* 6x 2y? +y*
5 -5 Z2 5sin(5) y 5x* 10x2%y? +y*
3 z2 352 4 sin(3) y 32 y2 52+52 4

1z} 10% 12 2+3sin() y 12R+122 10 K +y2° 3
ZZ 104 12 2+3 cos() x 12@+122 10 x2+y2° 3

3 Z 352 4 cos(3) X X2 3y? 5xX+5y? 4
5 Z Scos(5 ) x x* 10x2y? + 5y*

Tabulka 1.2.1: Nenulové Zernikovy polynomy pro n 5. Vygenerovano pomocickaliSymPy [14]
Vv pythonu.
1.3 Fyzikalni nastaveni

V této sekci uvadime konkrétni fyzikalni nastaveni mgeny problém. Okrajova podminka q(t; x; y)
je neznama a zdrojowlen a paateni podminka jsou dany jako

ft;x;y) =0 8(t;x;y) 2[0;T]

rxy)=0 8(xy)2:

DalSi velciny a jejich hodnoty Ize nalézt v tabulce 1.3.1. Znasminoblasti destky acocky Ize nalézt
na obrazku 1.3.1.
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Obrazek 1.2.1: Grafy nenulovych Zernikovych polynomu pron 5.

velicina hodnota
T 0:1s
d 0:14 mm
db 0:125 mm
K 9:4 108 m?s?t
pmax 50 OC

Tabulka 1.3.1: Rehled konkrétnich fyzikalnich hodnot problému v popisu v sekcich 1.1 a 1.2.
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28mm

28mm

Obrazek 1.3.1: Znazoemi fyzikalni oblasti destky acocky.

1.4 Prevod na bezroznernou rovnici

ReSeni, viz sekce 3.2, rovnic (1.1) vedlo na Spatné vysledkyrilaha A.1, obrazek A.1.1. Rovnice
bylo tedy nutné peSkalovat a gevést do bezrozerného tvaru substitucemi

Pe % ; [t =s; (1.6a)

we X [xd = m; (1.66)

g = % : [ye] = m; (1.6¢)

0 % §) = U0t >l<Jcc>”<;yc37); [Uc] = °C; (1.6d)

i % 5) = (XD o, [fe] =“Cs ™ (1.6¢)

4E % §) = q(tt >(;cc>~<;yc9); [qc] = °Cm (1.6f)

(% 9) = e, [re] = °C; (1.69)

a

B(%; §) = W: [pd] = °C; (1.6h)

kde t, X, Y, Ue, fe, Ge, Fe @ R jSou volitelné konstanty v substituci. Vztahy (1.6a)-(1.6¢) lzepsat
do tvaru

tcf: : (17a)

XcX = X (1.7b)
a

Yoy =: (1.7c)

13



Pomoci rovnic (1.6a)-(1.6¢) a (1.7a)-(1.7c) Ize vztah (1.6dppat do tvaru

ut; x;y) = ucu(tC Z y_c) (1.8)

cim dostaneme pro parcialni derivace v rovnici (1.1a) a (1.1b)vztahy

U(t X;y) = Uz@ (t— % ylc gf Lt‘—:@”( (1.9a)
U xy) = u:@x(g % i)gi— %gx % 9) (1.9b)
@ﬁ@yg- X;y) =%@%~ f % 9) (1.9d)
a

Volbou & = T, % = yc = dp, Ue = Pmax fo = £ = 22,00 = £ = £ = B re = ug = pmax
a [ = Uc = Pmax transformujeme rovnice (1.1) do bezrogmého tvaru

@txy Ko txy=ftxy; 8Ex92[01 ; (1.10a)
mEtxy nExy=gtxy; sExy)2[01 @ (1.10D)
GO %9 =F(%5; 8%5H2; (1.10c)
a
0L %) = p%:9);  8(%¥) D; (1.10d)

kdeK = Kl = Kk KT je bezroznerny difazni koe cient, U = @)%(u + @yu je Laplaceuv operator

v bezroznernych sor:adnluch =( ddD' dD)2 R 2 je pre3kalovan&tvercova oblastii je gradient
&l v bezrozrernych sowadnicich aD je disk o poloneru 1. Formulace (1) odpovidajici bezroamym
rovnicim (1.10) nabyde tvaru

1%y KU Gxy fixy

D@ =/ Exy ntxy g txy (1.12)

ao; %9 7 (X9

L2 zZZ
I(@:6) =5 IjJ'ﬂ(l;>”<; 9 P& Hifdx; N+ 0 6 i % 9)2d(%; §) & (1.12)

a z Z zz
R@ =5 6 % 9)%dx ) d+ 5 _ minfa %; §); 09 d(%; §) & (1.13)
0 @ 0 @

14



Kapitola 2

Numerické reseni

Numericky byl problém (1.10)eSen pomoci adjungovanych rovnic. Pro Uplnost uka eme odvozeni
pro puvodni problém (1.1) s tim, e odvozengSeni Ize jednodusSe pou it pragskalované hodnoty v
problému (1.10).

2.1 Gateauxova derivace

Pro lepSi pehlednost zapisu zavedeme nasledujictena

u(@) = u(t; x;y; Q);
uo(a) = u(0; x;y; Q);
ur(@) = u(T; x;y; q);

p = p(X;y);
f=1txy),
q=4q(tx;y);
r=r(xy);
r= (G Xy);
b= bt Xy);
a
1= (XY,

kde g v u(t; x;y; q) vyzneuje, ereSeni u zavisi na okrajové podmince q.

15



Zavedeme Langragian L(q) jako
L2 Z Z
L@ == ur(q p ?dD+= u?dS dt
2 2 @
7 .z Z 2
q?dSdt+5 minfg; 0g” dS dt
@ 2 9 @
+ r @Q(q) Ku(g) f ddt
7%z
+ pru( n g dSdt
z0 @
+ 1 (w(@ nd:

Géateauxova derivace funkcionalu F v g veestnh je de novana jako

F(@+sh) F(q) _ dF
s - ds(q+5h)s=o'

dF(@)h] = lim

(2.1)

Nyni budeme poitat dL(qg)[h], pro jeho vypoet zavedeme g(s) = L(q + sh). Pak plaf{® =

dL(qg)[h]. Pro g(s) tedy mame
Z Z Z
g(S)=% ur(qg+sh) p 2dD+E u(q + sh)?dsdt
7z z°.z@

0

+ r @Qu(q+sh) Ku(@+sh) f ddt
+ b ru(@+sh) n (g+sh) dsSdt

@
+ i (Up(g+sh) nd:

Odtud dostavame
z Z.Z
s)= ur(g+sh) p i(q+sh)do+
z .z v
+ (g +sh)hdSdt+ minfg + sh; 0gh dS dt
zZ @ °c @
T @ @ '
+ r @@Zq+sh) K @§q+sh) d dt

0
T

+ br@§q+sh) n h dsdt

20 @ @
@l )

+ I@S(q-'-Sh)d

Derivace minima ve vyrazu

@ . _ o AL @ _
G2 minfq + sh; 0¢f = ml;éq + sh: Og @Smlnfq + sh; Og

(q + shfdSdt+= minfq + sh; Of dS dt
@ 2 @

@
_ua+ sh)@Zq + sh)dSdt

(2.2)

(2.3)



je odvozena nasledoen

Pro (t; x;y)2[0; T] @ takové, e q(t; x;y)+sh(t; x;y) <0, je q(t; x;y)+sh(t; x; y) < 0inajakém
okoli (t; x;y), zceho plyne minfq(t; x;y) + sh(t; X; y); 0g = q(t; x;y) + sh(t; x; y) a derivace tudi bude
h(t; x; ).

Naopak pro (t;x;y) 2[0; T] @ takove, e q(t; x;y) + sh(t; x;y) > 0, je q(t; x;y) + sh(t; x;y) > 0
i na rejakém okoli (t; x;y), zeho plyne minfq(t; x;y) + sh(t; x; y); 0g = 0 a derivace tudi bude 0.

Apro (t;x;y)2[0; T] @ takové, e q(t; x;y) + sh(t; x;y) = 0, mohou nastat Zipady. Bud' je
qt; x;y) + sh(t; x;y) 0 na rejakém okoli (t; x;y), Zeho plyne minfq(t; x;y) + sh(t; x;y);0g = 0
a derivace tudi bude 0, nebo je q(t; x;y) + sh(t; x;y) 0 najakém okoli (t; x;y), Zeho plyne
minfq(t; x;y) + sh(t; x;y); 0g = q(t; X; y) + sh(t; x; y) a derivace tudi bude h(t; x; y).

Ovsem jeliko derivace minima v (2.3) je ndsobena minfg + sh; 0g, bude pro (t;x;y) 2[0; T] @
takové, e q(t; x;y) + sh(t; x;y) 0, vyraz roven 0, co lze zapsat jako O h(t; x;y). Celkem tedy mame
odvozeny vyraz

@ _ minfq + sh; 0¢f = minfq + sh; 0g h:
@s?2 ’ ’ '
Pri oznaceni Gateauxovych derivaci u v q veam h jako

u = du(q)[h];
ur = dur(q)[h];

Uo = dup(a)[h];

nyni dostaneme
z Z Z
di(@h]=g¥0)= ur(q) p urdD+ u(@udSdt

bz z 2% @

+ ghdSdt+ minfg; 0gh dS dt
z% @ G)

+ (@ Ku )ddt (2.4)
zZZ

+ p(u n h )dSdt
20 @

+ [Upd:

Clen s @ upravime pomoci per partes na tvar

Z+Z Z =T Z L
r@id dt= U, d (@ r)ud dt
° z ? z .z (2.5)
= ((T)urd r(O)upd . (@ r)ud dt;

kde bylo pou ito znaeni ((T) = ((T;x;y)a ((0) = ((O; x;y).
Daleclen s u upravime pomoci per partes ve viceraamém integralu pomoci vyrazu
Z .z zZZ Z.Z
K ruddt= K r(u n)dS dt+K r  ruddt

0 0 @ 0
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a z Z z .z z .z

K rr nddt=K u(r r ndSdt K u ddt
0 0 @ 0
na tvar Z TZ Z TZ
K ruddt= K r (U n)dS dt
0 2
T
+ K u(r ; n)dsSdt (2.6)
7°.z
K u ddt
0
Dosazenim vyrazu (2.5) a (2.6) do (2.4) mpspoadanimclenu dostaneme pro dL(q)[h] tvar
Z Z
di(glh] = (ur(@) put(@dD+  ((T)urd
| P {z }
cleny sur
Z
+ 1 r(O)uod
I {z }
clensy
Z Z
@,+K uddt
| © {z }
clen s u uvnit oblasti
Z .z (2.7)
+ (p K )(u nydS dt
|0 @ {z }
clen s ru n na okraji oblasti
ZZ
+ u Kr y n+ u(q) dSdt
|0 @ {z }
clen s u na okraji oblasti
ZZ Z+Z Z Z
phdS dt + ghdSdt + minfq; Og hdS dt
| 0 @ 0 @ 0 {@

cleny bezu

2.2 Adjungované rovnice

Po adavkem vynulovani vyrazu, které stojiqal vyrazy obsahujici neznamé u, dostaneme adjungo-
vané rovnice. Konkrétdostaneme rovnici

b=K ¢ V[0;T] @ (2.8)
vyjadrujici vztah pa , rovnici

(X y)= r(0;xy) v
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vyjadrujici vztah | a  a rovnice reprezentujici rovnici vedeni tepla pro ktera je ovSem zgna v
case, ve tvaru

@, K =0 Vv[0;T] (2.9a)

s okrajovou podminkou
rr n=u(@q Vv[O;T] @ (2.9b)

a koncovou podminkou
f(T)= ur(@ p 1o v; (2.9¢)

kde 1 je charakteristicka funkce disku D, tedy

8
1o(x: )_51 pro (x;y) 2 D;
Y=, pro (x;y) < D:

Rovnici (2.9) Ize pomoci substituce =T t,poznaxeni (;x;y) = (T ;x;y)au (q) =
u(T ;x;y; ), p revést na dogdnou rovnici

@ (xy) K (Gxy)=0 v[0;T] (2.10a)
s okrajovou podminkou

roGxy nxy)=u() vo;T] @ (2.10b)
a pacateni podminkou

O;x;9v)= (T;x;9)= ur(@) p 1o Vv (2.10c)

2.3 Minimalizace Lagrangianu

Pro ziskani numerickéhreSeni chceme najit optimalni g , pro které je hodnota L(q) nejmensi. Mini-
malizaci Ize provést pomoci gradientniho sestupu. V tarkioku za timto Gelem byla pou ita metoda
L-BFGS-B [4].

V ka dém kroku gradientniho sestupu je petha vzit momentalni g a upravit ho ve am nejetsiho
klesani v nasledujicim smysluriBplneni adjungovanych rovnic budestginaclenu v (2.7) nulovych
a zbyde 7 7

T

dL(g)[h] = 0 @ ph + gh + minfg;0ghdsS dt;

Co je skalarni souin
g+ minfg;0g p;h

naprostoru b [0; T] @ .Z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti potom mame
q+ minfg;0g ph  jj g+ minfq;0g blj Jihij;
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pricem rovnost nastane, jsou-li oba argumenty linegzavislé, tedy pro
h=c( g+ minfg;0g ):
Za sner nejetsSiho klesani zaoglem kroku v gradientnim sestupu Ize tedy zvolit

( g+ minfg; 0g b)= q minfq;0g+ p= g minfqg;0g+K (2.11)

r@1

kde posledni rovnost plati diky rovnici (2.8) % znaci operator zU eni na hranici.
Jeden krok gradientniho sestupu je popsan v algoritmu 1.

Algoritmus 1: Postup jednoho kroku gradientniho sestupu pro minimalizaci L(q) (2iHup
merickémreseni.
V jednom kroku gradientniho sestupuii momentalnim g, provedte:
1. VyresSte rovnici vedeni tepla v problému (1.1) zzlem napoteni u.

2. Pomoci hodnot naptenéhaeSeni u v koncovéroase T vyeste rovnici vedeni tepla (2.10)
za (celem napoteni .

3. Pomoci napeateného ; provedte krok gradientniho sestupu veesi
g minfg;0g+K @ viz (2.11), za Gelem upraveni tepelného toku g.

2.4 Rovnice vedeni tepla

Obe rovnice vedeni tepla v algoritmu 1 bylgSeny pomoci koreaych diferenci.
Uva ujme rovnici vedeni tepla ve tvaru

@ Kv=g vVv[0;T] ; (2.12)
s okrajovou podminkou
v n=g, v[0;T] @ (2.13)
a paéateni podminkou
v(0; )=\ na; (2.14)
kde zna@eni je stejné jako v problému (1.1), 0

Zavedeme pravidelnounirku bodu S = t"; x;;y; - pokryvajici [0; T]  ve tvaru

. . 2d
xi=d+ih =00 N 1; hszx 1;
. . 2d
yi=d+jhy; ]=0;::0 N 1 hyzNy—l;
a
T
n= . — N -
t nt, n 01 1 ty t Nt’



kde N, je pacet bodu na ose x.je prostorovy krok na ose x,Ne pacet bodu na ose y fje prostorovy
krok na ose y, Nje pacetcasovych bodu a t jecasovy krok.
Laplacian v aproximujeme pomoci centralni diference druhédu ve tvaru
Vo 2v) Pt Vi viooo2vilo+ v

i1 i+1;] ijj1 B Tl : :
+ o 8i2fl; 20; j2f1;:::; 20;
2 % N 29; j Ny 29

v(t " X Yj)

kde zn@ime VJ = v(t"; %; Yj)-

Derivace v gradientu v okrajové podmince aproximujeme pomoci jednostrannych difereast s p
nosti druhéheadu. U bodu v rozich mri ky S byly uva ovany @oslo ky gradientu, @ i @v. Dopedné
jednostranné diference Ize z Taylorova rozvoje odvodit jako

vl +4v, . Vi,
v g 1) Y2
a
v +4 v
— 1] i;j+1 i j+1
@v(t"; %;Yj) 2,
a zetné jako
VL 4vi o+
v g iLj i2;
@V(P! th]) 2hx
a
3V 4vl +v
g, g ijl S
@Qv(t"; %)) 2h, :

Napriklad na levém okraji dostaneme(’; xo;y;) = rv(t™ Xo;y;)) n(xo;yj) = @xv(t"; Xo;Yj)

3v 8;j+4vrl1:j M 2;1 - 3\)(;;j 4v r11:1""\’2;1'

2hy 2hy

Cranka-Nicolsonové pro aproximagasové derivace dostaneme pro wygiweseni iterace ve tvaru

Vn+1 vh
t

=%C\f‘+1+c“+1+Cv”+c”; n=0;:::;N 1; (2.15)

kde matice C 2 RxNy:NNy gpbsahuje koe cienty dané aproximacemi derivaci v v a rv a vektor
¢l 2 RWNy resp. & 2 RNy obsahuje hodnoty vzniklé eyslenim pravé strany g a okrajové
podminky g z rovnic (2.12) a (2.13) v bodech'(t; x;; y;) 8(i; j), resp. (f; x; ;) 8(i; j). Rovnici (2.15)
Ize prepsat do tvaru

AV =BV +b™ n=0;:::;N 1: (2.16)
Hodnoty paéateeniho vektoru ¥ jsou dany pomoci prateeni podminky y jako \p = vloJ = Vo(t"; %; Yj),
kde opet k = iNk + |.

Jeliko matice A nezavisi neasovém kroku, Ize soustavy (2.16) efekéwesSit za pomoci LU roz-

kladu matice A. Tento zpusob byl zvolen v této praci.
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Kapitola 3

Neuronoveé sie

3.1 Plrne propojené neuronoveé s

Matematicky Ize de novat pla propojenou neuronovou sit jako zobrazeni slo ené z vrstev obsahu-
jicich linearni transformace a nelinearni funkce.

3.1.1 Vrstva

Mejme vektor x 2 R;n 2 N. Vysledek vypotu v jedné vrste plne propojené neuronové sit
pro vstupni vektor x je dan jako
(Wx+b)2R™m2N; (3.1)

kde W 2 R""je matice vah, b 2 R je biasovy neurona : D R ™! R Mje tak zvana aktiveni
funkce, kde D zneci de nicni obor funkce .

Aktivacni funkce jsou typicky funkce jedné pramné, které jsou na vektor aplikované po slo kach.
Priklady aktivacnich funkci jsou hyperbolicky tangens, zde @y jako ,tanh®, funkce sigmoid de -

novana jako
1

0= T3ar (32)
nebo funkce Relu, z anglického ,recti ed linear unit”, ktera je de novana jako
8
relu(x) = §X pro x> 0; (3.3)
-0 prox O:

3.1.2 Vypaet

Plne propojenou neuronovou sit Ize de novat jako slo eni N vrstev, kde prvnich N 1 vrstev je
tak zvare skrytych a posledni vrstva je tak zeaxystupni vrstva. Pro k-tou skrytou vrstvu, kde k 2

jako mx 2 N, matici vah jako V¥ 2 R™" biasovy neuron jako® 2 R™, aktivacni funkci jako
®) a vystupni vektor jako h 2 R, z anglického ,hidden*. Pro vystupni vrstvu ozmae paet slo ek

vstupniho vektoru jakog2 N, pccet slo ek vystupniho vektoru jakogr2 N, matici vah jako WP 2

R™iM  hiasovy neuron jako® 2 R™, aktivacni funkei jako (© a vystupni vektor jako o 2 R,

z anglického ,output”“. Podotleme, e musi platitp=my1 8k 2f2;::;;N 1lgan =my1.Ozname

mno inu vSech vah pla propojené neuronoveé sjttj. mno inu obsahuijici slo ky ze vSech matic vah W
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a biasovych vektoru b, jako . Pro vstupni vektor x 2"Re vypocet v neuronoveé siti Ns vysledkem
N (X) = ode novan rekurentnim vztahem

h® = @ Wby +p@D - (3.4a)
prok=2;::5;N 10 h® = 0 wiipkd) 45 (3.4b)
o= (o) \N(O)h(N 1) + b(o) : (34C)

3.1.3 Trénovani

Plne propojené neuronové silize pou it k aproximacieSeni ej%kého realného problému. Pro popis
trénovani s& budeme poebovat mno inu trénovacich bodu T =x@ i_Tl; Nr 2 N. Dale zavedeme
tak zvanou ztratovou funkci, znanou L, ktera vyjadije chybu aproximace neuronovou siti. Ruzné
realné problémy maji uade nované ztratové funkce. Obezie ale chyba aproximace neuronovou
siti speitana pomoci bodu z T ajeliko vypmet v neuronové siti zavisi na hodnotach vah,sitzavisi
na nich i hodnoty ztratove funkce, tedy L = L().

Trénovani neuronové sife proces upravovani hodnot vah zeelem minimalizace L(). Typicky
se minimalizuje pomoci davkovaného stochastického gradientniho sestupu, jeheh geubastian
dale a v algoritmu 2. Stanovi sequlem dany peet tak zvanych epoch. V ka dé epoSe se vemou viechny
trénovaci body z T a ndhodrse rozdli do tak zvanych davek, jejich pet je také stanoverrgd tréno-
vanim. Pro ka dou davku s nahoglrybranymi body se spitd hodnota ztratové funkce L pouze z bodu
v této davce. S touto hodnotou ztratové funkce se provede krok gradientniho sestupu. Postup je opakovan
pro dany paet epoch. Typicky serptrénovani vyu ivaji pokrailejSi metody zalo ené na gradientnim
sestupu jako jsou naixlad Adam [10] nebo L-BFGS [11].

Algoritmus 2: Trénovani neuronové st
Zvolme nahoda pacateni hodnoty vah neuronové &N . Dale zvolme mno inu trénovacich
bodu T, wcici parametr 2 (0;1), poet epoch N 2 N a pzet davek M 2 N v jedné epoSe.

Spcctete L() pomoci bodu v .
Upravte hodnotu vah pomoci kroku zakladniho gradientniho sestupu na L¢),
nebo pomoci pokmlejSich metod jako nafklad Adam [10].

Uvedeme zdeniklad tvaru L() pro regresi, ktery je podobny tvaru L( ) preSeni fyzikalnich tloh
pomoci siti PINN, viz sekce 3.2ré&dpokladejme, e jsou k dispozici reédlna data, tildpd v podole

hodnoty a ¥ jsou prislusné spravné hodnoty. Pro regresi pak Ize de novat ztratovou funkci jako

1 0 o002
LO= -y y¥() (3.5)
n.
i=1
Ucici parametr z algoritmu 2 Ize nechat po celou dobenil stejny, nebo ho Ize v prebu wceni
sni ovat za (celem zlepSeni konvergence dejakého (lokalniho) minima L( ). V této préaci bylo pou ito
shi ovani pomoci kosinového ihani, viz ndklad clanek [12]. Pro jeho de nici uvedeme nasledujici
znaceni. Mejme peateni hodnotu aiciho parametru,max, a hodnotu min, Na kterou budeme parametr
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pri uceni sni ovat. Epochu, ve které aaeme parametr sni ovat, ozerae jako gqc a epochu, ve které
dosahneme po adované hodnoty, jakgne Hodnotu v epoSe e ozmane jako (e). Hodnota je dle
kosinového ihani dana jako

8
max pro e < §ox;
— 1 ee )
(e)= § min* 5( max  min) 1+cCOS emncg‘fm Pro&oc € € konc (3.6)
" min Pro &onc < €:

llustraci Ize najit na obrazku 3.1.1.

Obrazek 3.1.1: Rklad prukehu wciciho parametru g pou iti kosinového ihani, viz rovnice 3.6.

3.2 Sie PINN

Pri redlnych problémech, které souviseji s fyzikou, ovSem nemusi neuroneviéesiované pouze
pomoci dat vést na fyzikadnsmysiné vysledky, nebo je dat moc malo na to, aby bylo mo né model
poradre natrénovat. OvSem mohou byt k dispozici informace naviciikiad v podole PDR popisuiji-
cich dany problém. Myslenka siti PINN, navr enycleldanku [17], je zakomponovat do ztratové funkce
informace z échto PDR.
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3.2.1 Standardni verze

Nejdrive se podivejme na siPINN pro problémy pouze s PDR, bez optimalizace a inverznich tloh.
Uva ujme dopredny problém s PDR ve tvaru

@Qu(t; x) L(t;x;u;) f(txu; );=0 t21; x2; (3.7a)
s okrajovou podminkou
Bt;x;u; )=0 t21;, x2@; (3.7b)

a pacateni podminkou
I(to;x;u; )=0 x2 ; (3.7¢)
kdet 2 Il jecas, | R je uzawveny interval, @neci derivaci podle t, x 2 jsou prostorové saadnice,

R 9jeoblast,d 2 N, R% jsou parametry, g2 N, L(t; x; u(t; x); ) je diferencialni operator
obsahuijici parcialni derivace u(t; x) pouze podle prostorovych @noych X, f je prava strana rovnice,
B reprezentuje okrajové podminky, @ je hranice , | reprezentujegatecni podminky, § je levy okraj
intervalu | a je uzaver .

ReSeni u aproximujeme neuronovou siti, kterou budemeitzinaPro ni sestrojime vhodnou ztrato-
vou funkci a sit budeme trénovat minimalizaci této funkce, viz sekce 3.1. Uva ovana ztratova funkce
ve tvaru

L =wglq + Wil + Wplp + WL (3.8)

je slo ena zclenu L reprezentujiciho chybu v rovnici, denu L, reprezentujiciho chybu v okrajové
podmince, zlenu L reprezentujiciho chybu v pateni podmince a elenu Ly, ktery reprezentuje chybu
site od dat dostupnych néglad z mereni a vystupuje i ve standardnich neuronovych sitich, viz sekce
3.1.3. Kadyclen je upraven pslusnym koe cientem w, ktery upravuje, jak moc darlgn gispiva
do celkové ztratové funkce. Tyto koe cienty tiodule ité hyperparametry ip trénovani si¢é a Ize je
za xovat na pevnou, edem vybranou hodnotu po celou dobu trénovani, nebo je Izékiegh menit
v prubehu trénovani podlegajakého algoritmu, viz nagklad clanek [20].

Pro upesreniclenu L, Ly a Ly uvedeme nejdve nasledujici informace. Zavedeme mno iny tréno-
vacich bodu

n . o
Tr= t9;x0 o LN 2N (3.9
n. .o
To= X0 ™ 1 @;N p2N; (3.10)
i=1
a
n. o —
Tr= @O 7 TN 2N; (3.11)

o;1’ i=1
které budou slou it k trénovani it na spleni problému (3.7). Tyto mno iny bodu Ize volit pravide)n

napriklad jako mri ku obdobre jako pi metoce konenych diferenci. OvSem jeliko neuronovou sit Ize
vycislit v libovolném boe (t; x) | , viz sekce 3.1.2, Ize trénovaci body volit i jinym zpusobem,

napiklad ndhodm, co je jedna z vyhod siti PINN. Nyni Ize uvésegny tvarclenu L, Ly a Ly v podole

1 X h R, N Y i)
L, = I~ @I(tp); Xp)) L(t Sl); XE');U(IS'); XEI)); ) f(t l(l); X,(-');U(IS'); Xp)); )2 (3.12a)
M=
Xoh o
Lp = Nib B(tg); Xg); G(tg); Xg)); ) ? (3.12b)
i=

1
25



Xp o i
= G B120

i=
Podotkneme, e tyto rovnice jsou ve tvaru ztratove funkce pro regresi, viz (IBYyyEBislovani vyse
uvedenyctetlenu je poteba vypeist hodnoty derivace aproximace @ v trénovacich bodech. Jeliko apro-
ximace je dana neuronovou siti, Ize tohoto v programu dosahnout pomoci tak zvaného automatického
derivovani, které je implementovano v python balicich pro trénovani neuronovych siti jakaijdadhp
Tensor ow [13] a derivace Ize tudi jednoduSe afglit.

3.2.2 Formulace pro inverzni tlohu

Nyni uva ujme bezrozrarnou inverzni tlohu (1.10), kde pebujeme utit neznaméesSeni 0 a ne-
znamou okrajovou podminku §ignalostireSeni v koncovéraase 1. MetodaeSeni této Ulohy jene-
vzata zclanku [15]. Jako p reSeni dopedného problému se neznaneSeni G rovnic (1.10) aproximuje
neuronovou siti, kter4 bude zrena jako (. Peet jejich skrytych vrstev bude zoen jako N(0) a paet
neuronu v jedné skryté vrstvjako N,(0). Vystupni vrstva ma jeden neuron reprezentujici aproximaci
hodnoty . Dale se dlelanku [15] také neznama okrajova podminka § aproximujeme pomoci heuronové
site, ktera bude zrm@ena jako §. Peet jejich skrytych vrstev bude zoen jako N(§) a paet neuronu
v jedné skryté vrst jako Ny(§). Vystupni vrstva ma jeden neuron reprezentujici aproximaci hodnoty .

Splreni podminky (1.11) je realizovano minimalizaténu L;, Ly a Ly s jejich gislusnymi koe ci-
enty w, Wy, a W, viz sekce 3.2.1, rovnice (3.12). Tyabeny maji pro ulohu (1.10) dle rovnic (3.12)ip
pou iti aproximaci 0 a § tvar

1 X h . L
Lr:W @uxy Ko txy %y (3.13a)
" i=1
1 X h, - . P
Lp= — m Xy nt, X,y § 6%y (3.13b)
No iy
a
1 X
L=y  00:%9 F (%9 2. (3.13c)
|

i=1
Podotkneme, e oproti rovnicim (3.12) je zde ema v tom, e k aproximaci & pomoci O je zde navic
i neznama okrajova podminka ¢ aproximovana pomoci §.

Minimalizace samotného funkciondl (1.12) je dle [15] realizovandgmimclenu

wyLy =w;3J(0; §); (3.14)

do celkové ztratové funkce L, teadyenu vzniklého aproximaci funkcionalu pomoci neuronovych siti {

a((1.12) a pronasobenimigiusnym koe cientem w OvSem funkciondl (1.12) ma dany tvar zselem

vynuceni podminky (1.10d), ve které je funkce p znama analyticky, viz sekce 1.2. Lze tedy vzit mno inu

bodu N
Ta= ~('> 5 - D; Ng 2 N; (3.15)

dosadit body z ni do funkce p a vytibsi mno inu x(') yg), p(%') ('> danych bodu a jim p-

slusnych hodnot p. Tuto mno inu Ize pova ovat za realna datacmaun zavedenl datovélotenu Ly
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ztratoveé funkce, viz sekce 3.2.1, rovnice (3.8). Tetien Ize pou it za Gelem vynucovani podminky
(1.20d) mistcclenu (3.14). Proto e podminka (1.10d) je po adavek, aby aproximace 0 realizovana neu-
ronovou siti nabyvala gase 1 hodnot danych funkci p, lelen Ly uva ovat ve tvaru jako p regresi, viz
rovnice (3.5), tedy konkrétn

1 Xeh
La=—  PX:

. i
)~ a. ). o) 2.
a 1;%/: : 3.16

Obdobre pro vynuceni podminky, e deskiu nelze na okraji aktivenchladit a ktera je reprezento-
vana rovnici (1.13), pou ijeme misto integralniho popisu nasledujici postup. ¥gteanno inu bodu

N o e O
Te= ;% 99

¥ o [01] @ Nc2N; (3.17)
a de nujeme dalS€len L; ztratové funkce jako
1 R I
o= minfa@; x; 9¢); 0g: (3.18)
Ci=1

Oproti (1.13) Ize pou it prvni mocninu namisto druhé pro gj#i vynuceni penalizace chlazeni. Tento
clen ma také swuj koe cient w
Nyni mame tedy celkovou ztratovou funkci

L =wglg + Wi L + Wolp + WL + Wl (3.19)

kde L, Ly, L, Lg a Lc jsou cleny dané rovnicemi (3.13), (3.16) a (3.18) a Wy, Wi, Wg a W jsou
jim prislusné koe cienty, viz sekce 3.2.1, a mu eme trénovat neuronoeersdlizujici aproximace 0 a
§ z problému (1.10) minimalizaci ztratové funkce (3.19). Jednou mo nosti zpusobu trénovaimge p
dle clanku [15], jen v této préaci se znou, e mistoclenu Ly (3.14) je pouitclen Ly (3.16), viz algo-
ritmus 3. Druhou mo nosti je pou iti adaptivniho upravovani koe cientu @hbm trénovani dlelanku
[20], upraveného pro dvneuronové sdta inverzni formulaci v této praci, viz algoritmus 4.

Algoritmus 3: Trénovani siti pro inverzni Glohu dlglanku [15]. Poupraveno na pou itigL
misto L.
Zvolte mno inu W, ruznych hodnot w, viz sekce 3.2.1.
Pro wy 2 Wy provedte:
Natrénujte neuronové sifl a § pomoci ztratové funkce (3.19).
Natrénujte novou sit Sipomoci ztratové funkce (3.19)tipem § netrénuijte, ale pou ijte tu
natrénovanou znedeslého kroku.
Pomoci natrénované sitP spactete hodnotu k, viz rovnice (3.16).
Jako vyslednou aproximaci @i a § z problému (1.10) zvolte dvofiei § z toho kroku pedeslého
cyklu, ve kterém byla naptena hodnota d-nejmensi.
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Algoritmus 4: Trénovani siti pro inverzni tlohu pomoci adaptivniho upravovani koe cientu
w behem trénovani dlelanku [20]. Poupraveno pro dweuronové sita inverzni formulaci
Vv této praci.

Mejme neuronou sit G s mno inou valy a § s mno inou vah ¢ aproximuijici {i a g v problému
(1.10).
Oznzme B [ g
Predpokladejme ztratovou funkci ve tvaru
X
LO =L+ wiLi(); (3.20)
i2fd;b;l;cq

tedy jako v (3.19), jen bez koe cientu,w
Uva ujme trénovani dle algoritmu 2.
Zvolte parametr 2 [0; 1] pro nasledujici vypet.

V ka dé davce provedte:
Spactete

W = M; i 2fd;b;l;cq;

jr LiQ)j
kdejr Lj()j znaci prumer jr L;i()j podle vah .
Upravte koe cienty w pro L( ) podle vztahu

~

w (1 )w j+ Wy i2fd;b;l;cg:

Dopactete L() podle vzorce (3.20) a provedte krok gradientniho sestupu.
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Kapitola 4

Numericke vysledky

V nésledujicich sekcich jsou prozkoumany vysleddeni problému (1.10) pro ruzné n a m udavédjici
Zernikovy polynomy 2", viz sekce 1.2, numerickymeSenim pomoci adjungovanych rovnic, viz sekce 2
a algoritmus 1.

Nebude-li uvedeno jinak, bylo pro pet diskretizanich bodu v sekci 2.4 pou ito N= 300 a N, =
Ny = 120 a maximalni poet iteraci algoritmu L-BFGS-B [4], pou itého pro gradientni sestup, byl
nastaven na 300.

Relativni chyba v nasledujicich sekcich je dana jako

oo 0(1; %9 P 9)
Ee(X;y) = — —— 4.1
=l%:Y) maxp(%;))g minfB(X; 7))o @y
kde i a j jsou indexy bodu numerickérirky, viz sekce (2.4).

Kéd byl naprogramovan v pythonu pomoci ledi Numpy [7] a SciPy [19].

41 n=2m=0

Pro ukézku je na obrazku 4.1.1 uveden vysledek s chlazenim a bez regularizaci, viz popis u rovnic
(1.3) a (1.4), tedy s koe cienty = = = 0. OvSem v problému aktivni chlazeni neni povoleno, viz
popis v sekci 1. Zakaz chlazeni Ize vynutit nenulovym koe cientem . Pro hodnoty =0:1a =0:01
algoritmus nezkonvergovalehem nastaveného gl maximalnich iteraci. Pro = 0:001 algoritmus
zkonvergoval po 258 iteracich. Vysledek Ize nalézt na obrazku 4.1.2.

Ovsem hodnoty eSkalované teploty G a tepelného toku § jsethdm simulace vcelku vysoké, viz
obrazek 4.1.3. R3kalované hodnoty teploty by na oblasteprezentujici cocku mely mit hodnoty
v intervalu [0; 1], na celé destie poté i trochu vysSi. Ale v simulaci se maximalni hodnoty teploty
dostanou a k trojndsobkiethto hodnot, ne prudce klesnou. Navic takéieani je podle simulace
urceno tak, e se dlouho nic nefk a poté se zae destika prudce otivat. Tyto vysledky by nemusely
byt fyzikalni, proto byl dale nenulovy i koe cient penalizace hodnot tepelného toku §. Koe cient byl
ponechan na stejné hodeot

Pro hodnoty = 0:1, 0.01 a 0.001 nebyla aproximace Zernikova polynoreara. Vysledky byly
presrejSi pro = 0:0005, viz obrazky 4.1.4 a 4.1.5. Upozornime, e penalizace hodnot tepelného toku
vedla i k malému sni eni hodnot teploty, viz obrazek 4.1.6.

Nakonec poznamename, e maximalni hodnoty teploty by bylo mo né dale smidapim nenu-
lové hodnoty koe cientu penalizace hodnot teploty, ovSem za cerasposti aproximace Zernikova
polynomu.
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Obrazek 4.1.1: Vysledek v sekci 4.1 s chlazenim a bez regularizaci. dgatgstzobrazena relativni
chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova ponnong\ZprobIému (1.10) s barevnou stupnici napravo.
Okolo je zobrazen pruth tepelného toku na okraji desktyy s barevnou stupnici nalevo.

4.2 n=2m=-2

Uvedeme vysledek vysledek s velkou penalizaci chlazeni, viz obrazcky 4.2.1 a 4.2.2. Maximalni
a minimalni hodnoty teploty a tepelného toku Ize najit na obrazku 4.2.3. Vysledek byl nasimulovan
pomoci hodnot penalizaci = 0:001, =0:001a = 0:04. Poznamename, e aproximaci polynomu lze
vylepsit za cenu @tSiho chlazeni mensi hodnotou koe cientu .

4.3 n=3m=-3

Pro tento polynom bylo petba navysit hodnotu koe cientu penalizace chlazeni. Kem&hodnoty
koe cientu jsou = 0:0001, = 0:001 a = 0:1. Vysledek je uveden na obrazcich 4.3.1 a 4.3.2,
maximalni a minimalni hodnoty teploty a tepelného toku Ize najit na obrazku 4.3.3.

4.4 n=3m=1

Prvni uvedeme vysledek, kdy bylo témeliminovano chlazeni. OvSem epza cenu velmi Spatné
aproximace Zernikova polynomu. Vysledek Ize najit na obrazcich 4.4.1 a 4.4.2, maximalni a minimalni
hodnoty teploty a tepelného toku na obrazku 4.4.3. Bylo ho dosa eno pomoci hodnot penalizaci jako v
sekci 4.3,tedy =0:0001, =0:001a =0:1.
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Obrazek 4.1.2: Vysledek s penalizaci chlazeni v sekci 4.1 s pecrilimakoe cienty = = 0a

= 0:001. Uprosted je zobrazena relativni chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polyn(gmtpzb-
blému (1.10) s barevnou stupnici napravo. Okolo je zobrazereprtgpelného toku na okraji deskty s
barevnou stupnici nalevo.

Bohu el pro toto nastaveni je polynom velmi Spataproximovan, viz obrazek 4.4.2. Aproximaci
Ize vylepsSit, ovSem za cenu mnohemtsiho chlazeni. fklad tohoto vysledku se zemou koe cientu
na 0.001 Ize nalézt na obrazcich 4.4.4 a 4.4.5. Pro hodnotu = 0:01 meandvpedchozimi, 0.1
a 0.001, jsou aproximace vysledku i hodnoty kvalitatitaké meziémito dvema vysledky.

4.5 n=4m=4

Jako v sekci 4.4 nelze eliminovat chlazeni igviz obrazek 4.5.1. Navic jako vgdchozich sekcich
neni pro malé chlazeni polynom aproximovan velreégpe, jak lze vicgt na obrazku 4.5.2. Relativni
chyba a tepelny tok okrajem desty I1ze nalézt na obrazku 4.5.3. Aproximaci IzesbplepSit povolenim
vetSiho chlazeni, viz obrazky 4.5.4 a 4.5.5.

4.6 n=4m=2
Jako v pedchozich sekcich nelze eliminovat chlazeni ég@rs etSim chlazenim se zlepSuje aproxi-

mace polynomu. Uvadime tedy jen vysledky pro ééeliminované chlazeni pomoci koe cientu = 0,
=0:005a =0:1naobrazcich4.6.1,4.6.2a4.6.3.
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(a) Maximum a minimum teploty 0 na deste vcase. (b) Maximum a minimum tepelného toku § na okraji
destcky v case.

Obrazek 4.1.3: Na grafech jsou zobrazeny plupmaximalnich a minimalnich hodnot teploty a tepel-
ného toku vcase z problému (1.10). Uvedeno pro vysledek s penalizaci chlazeni v sekci 4.1 s penaliza
nimi koe cienty = =0a = 0:001. Bez pou iti penalizace hodnoty tepelného toku koe cientem

jsou jeho hodnoty velké.

Obrazek 4.1.4: Vysledek paidani penalizace hodnot tepelného toku pomoci nenulového koe cientu
v sekci 4.1. Koe cienty nely hodnoty =0, = 0:0005a = 0:001. Uprosted je zobrazena relativni
chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova ponnong\ZprobIému (1.10) s barevnou stupnici napravo.
Okolo je zobrazen prugh tepelného toku na okraji desktyy s barevnou stupnici nalevo.
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Obrazek 4.1.5: Vysledek paidani penalizace hodnot tepelného toku pomoci nenulového koe cientu

v sekci 4.1. Koe cienty mely hodnoty = 0, = 0:0005a = 0:001. Zobrazeny jsou hodnoty
aproximace (reSeni peSkalovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polyncgfmliz
numerickénreseni, viz sekce 2.
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(a) Maximum a minimum teploty @ na deste vcase. (b) Maximum a minimum tepelného toku § na okraji
destcky v case.

Obrazek 4.1.6: Na grafech jsou zobrazeny plupmaximalnich a minimalnich hodnot teploty a tepel-
ného toku vcase z problému (1.10) paigani penalizace hodnot tepelného toku pomoci nenulového
koe cientu v sekci 4.1. Koe cienty nrely hodnoty =0, =0:0005a = 0:001.

Obrazek 4.2.1: Vysledek v sekci 4.2 s koe cienty = 0:001, = 0:001 a = 0:04. Upnest je
zobrazena relativni chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polynofnumroblému (1.10) s barevnou
stupnici napravo. Okolo je zobrazen palittepelného toku na okraji desty s barevnou stupnici nalevo.
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Obrazek 4.2.2: Vysledek v sekci 4.2 s koe cienty = 0:001, = 0:001 a = 0:04. Zobrazeny jsou
hodnoty aproximace teSeni peSkalovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu
222 pri numerickénreseni, viz sekce 2.
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(a) Maximum a minimum teploty i na deste vcase. (b) Maximum a minimum tepelného toku § na okraji
destcky v case.

Obrazek 4.2.3: Na grafech jsou zobrazeny piip maximalnich a minimalnich hodnot teploty a te-
pelného toku vcase z problému (1.10) pro vysledek v sekci 4.2 s koe cienty = 0:001, = 0:001
a =0:04.

Obrazek 4.3.1: Vysledek v sekci 4.3 s koe cienty = 0:0001, = 0:001a = 0:1. Upnest je
zobrazena relativni chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova ponnofnuvDrobIému (1.10) s barevnou
stupnici napravo. Okolo je zobrazen palittepelného toku na okraji deskty s barevnou stupnici nalevo.
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Obrazek 4.3.2: Vysledek v sekci 4.3 s koe cienty = 0:0001, = 0:001 a = 0:1. Zobrazeny jsou
hodnoty aproximace teSeni peSkalovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu
233 pri numerickénreseni, viz sekce 2.
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(a) Maximum a minimum teploty @ na deste vcase. (b) Maximum a minimum tepelného toku § na okraji
destcky v case.

Obrazek 4.3.3: Na grafech jsou zobrazeny plupmaximalnich a minimalnich hodnot teploty a tepel-
ného toku vcase z problému (1.10) pro vysledek v sekci 4.3 s koe cienty = 0:0001, = 0:001 a
=0:1.

Obrazek 4.4.1: Vysledek v sekci 4.4 s koe cienty = 0:0001, = 0:001a = 0:1. Upnest je
zobrazena relativni chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova ponno%nudoblému (1.10) s barevnou
stupnici napravo. Okolo je zobrazen palittepelného toku na okraji desty s barevnou stupnici nalevo.
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Obrazek 4.4.2: Vysledek v sekci 4.4 s koe cienty = 0:0001, = 0:001 a = 0:1. Zobrazeny jsou
hodnoty aproximace teSeni peSkalovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu
Z% pri numerickémreSeni, viz sekce 2. Pro takto velky koe cient penalizace chlazeni, , je chlazeni
velmi malé, ale pesto neni eliminovano Up#n viz obrazek 4.4.3. Aproximace polynomu je ovsem velmi
Spatna.
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(a) Maximum a minimum teploty i na deste vcase. (b) Maximum a minimum tepelného toku § na okraji
destcky v case.

Obrazek 4.4.3: Na grafech jsou zobrazeny piiypmaximalnich a minimalnich hodnot teploty a tepel-
ného toku vcase z problému (1.10) pro vysledek v sekci 4.4 s koe cienty = 0:0001, = 0:001
a =0:1.
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Obrazek 4.4.4: Vysledek v sekci 4.4 s koe cienty = 0:0001, = 0:001a = 0:001. Zobrazeny jsou
hodnoty aproximace teSeni peSkalovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynomu
Z% pri numerickémreSeni, viz sekce 2. Pro mensi koe cient je aproximace polynomu mnohem lepSi
ne pro =0:1,viz obrdzek 4.4.2, ovSem za cenu velkého chlazeni na okraji, zejména keclasooieho
intervalu, viz obrazek 4.4.5.
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(a) Maximum a minimum teploty {i na deste vcase. (b) Maximum a minimum tepelného toku § na okraji
destcky v case.

Obrazek 4.4.5: Na grafech jsou zobrazeny piwp maximalnich a minimalnich hodnot teploty a tepel-
ného toku vcase z problému (1.10) pro vysledek s koe cienty = 0:0001, =0:001a = 0:001 v sekci
4.4, Pro menSi koe cient je aproximace polynomu mnohem lepSi, viz obrazek 4.4.4, ovSem za cenu
velkého chlazeni na okraji, zejména ke kooasového intervalu.

(a) Maximum a minimum teploty 0 na deste vcase. (b) Maximum a minimum tepelného toku § na okraji
destcky v case.

Obrazek 4.5.1: Na grafech jsou zobrazeny piiypmaximalnich a minimalnich hodnot teploty a tepel-
ného toku vcase z problému (1.10) pro vysledek v sekci 4.5 s koe cienty =0, =0:001a =0:1.
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Obrazek 4.5.2: Vysledek v sekci 4.5 s koe cienty =0, =0:001a = 0:1. Zobrazeny jsou hodnoty
aproximace (re3eni peskalovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynghprZ
numerickénreSeni, viz sekce 2. Pro takto velky koe cient penalizace chlazeni, , je chlazeni velmi malé,
ale pesto neni eliminovano Updn viz obrazek 4.5.1. Aproximace polynomu je navic velmi Spatna.
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Obrézek 4.5.3: Vysledek v sekci 4.5 s koe cienty =0, =0:001a = 0:1. Uprostl je zobrazena
relativni chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polynomt ¥ problému (1.10) s barevnou stupnici
napravo. Okolo je zobrazen prab tepelného toku na okraji desty s barevnou stupnici nalevo.

(a) Maximum a minimum teploty {i na deste vcase. (b) Maximum a minimum tepelného toku § na okraji
destcky v case.

Obrazek 4.5.4: Na grafech jsou zobrazeny piwp maximalnich a minimalnich hodnot teploty a te-
pelného toku vcase z problému (1.10) pro vysledek v sekci 4.5 po zmenSeni penalizace chlazeni, s
konecnymi hodnotami koe cientu =0, = 0:001a = 0:001. Pro menSi koe cient je aproximace

polynomu mnohem lepsi, viz obrazek 4.5.5, ovSem za cenu velkého chlazeni okrajkydesiména
ke koncicasového intervalu.
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Obrazek 4.5.5: Vysledek v sekci 4.5 po zmenSeni penalizace chlazeni, s fomédodnotami koe -
cienu =0, = 0:001a = 0:001. Zobrazeny jsou hodnoty aproximaceré&Seni peSkalovaného
problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polynorrjh gri numerickémreseni, viz sekce 2. Pro
mensi koe cient je aproximace polynomu mnohem lepSi ne pro = 0:1, viz obrazek 4.5.2, ovSem za
cenu velkého chlazeni na okraji, viz obrazek 4.5.4.
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Obrazek 4.6.1: Vysledek v sekci 4.6 s koe cienty =0, =0:005a = 0:1. Zobrazeny jsou hodnoty
aproximace (reSeni peSkalovaného problému (1.10) a aproximovaného Zernikova polyntjrmliz
numerickénreseni, viz sekce 2.
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Obréazek 4.6.2: Vysledek v sekci 4.6 s koe cienty =0, =0:005a = 0:1. Uprostl je zobrazena
relativni chyba, viz (4.1), aproximace Zernikova polynonﬁJvarobIému (1.10) s barevnou stupnici
napravo. Okolo je zobrazen preb tepelného toku na okraji desdty s barevnou stupnici nalevo.

(a) Maximum a minimum teploty {i na deste vcase. (b) Maximum a minimum tepelného toku § na okraji
destcky v case.

Obrazek 4.6.3: Na grafech jsou zobrazeny piup maximalnich a minimalnich hodnot teploty a tepel-
ného toku vcase z problému (1.10) pro vysledek v sekci 4.6 s koe cienty =0, =0:005a =0:1.
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Kapitola 5

Vysledky siti PINN

V nésledujicich sekcich jsou prozkoumany vysleddeni problému (1.10) pro ruzné n a m udavédjici
Zernikovy polynomy 2, viz sekce 1.2, pomoci siti PINN, viz algoritmy 3 a 4. Kod byl napsan v pythonu
pomoci baltku Tensor ow [13] verze 2.15.

5.1 Nastaveni pro trénovani

__Mno iny trénovacich bodu z de nic (3.9), (3.15) a (3.17) byly vybrany nasledowino ina [0; 1]
"z formulace (1.10) je pokryta pravidelnou mkou T o Ny Ny N y bodech{ %; §), kde Nje pacet
hodnot pokryvajicictcasovy interval [0; 1], Nje pocet hodnot pokryvajicicletverec ~podél osy x

a N, je pecet hodnot pokryvajicichtverec podél osy y. Z bodu z této nmi ky byly sestaveny mno iny
trénovacich bodu nasledognDo T, byly vybrany body {; X; §), pro které x-ova nebo y-ova slo ka
nele i na okraji . Do T p byly vybrany body {; X; §), pro které x-ova nebo y-ova slo ka le i na okraji
" Do T | byly vybrany body {. %; ), pro které t = 0. Do § byly vybrany body { %; §), pro které
(X; §) 2 D. Mno ina bodu pro vynuceni chlazeni je stejn& jako mno ina bodu na trénovani okrajové
podminky, tedy T = Tp,.

Ve vysledcich v této sekci byla pou ita relativni chyba ve tvaru

(L, %9 px y)

max _fp(X; §)g min _fp(X; ¥)d
(X%$)2T\D (%9)2T\D

Erel(X;§) =

(5.1)

pricem mrika T pro vycisleni maxima a minima v chgtbyla sestavena s, Ny = 200.
Nebude-li uvedeno jinak, spaeé nastaveniekterych parametru pro trénovani bylo pou ito dle ta-
bulky 5.1.1.

5.2 Pidani dodatecnych bodu na hranici cocky

Pri prvnim trénovani s vySe uvedenymi body byla relativni chyba (5.1) velka na ckcy. Detaily
Ize nalézt v piloze A.2. Byla tedy zavedena nasledujici modi kace. Do mno iny trénovacich bedu T
bylo pridano N.ra dodatenych bodu rovnorarre rozmiseénych na hranici oblastiocky, tedy na @,
viz rovnice (1.10).
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Trénovani, viz algoritmus 2

Metoda pro krok gradientniho sestupu Adam [10]
Pccet davek v epose 4
Nextra 36
Nastaveni sé (, viz. sekce 3.1 a3.2.2
Aktivacni funkce ve skrytych vrstvach hyperbolicky tangens
© neni, pouze linearni transformace
Nastaveni sé §, viz. sekce 3.1a3.2.2
Aktivacni funkce ve skrytych vrstvach hyperbolicky tangens
© neni, pouze linearni transformace
Kosinové ihani, viz rovnice (3.6)
max 0
min 0:05 0
€min 0:2 Nepoch
€max 0:7 Nepoch
Nastavitelné parametry v algoritmu 4
\ 0.9

Tabulka 5.1.1: Sdilené parametry pro ruzné nastaveni trénovani, neni-li v jednotlivych nastavenich spe-
ci kovano jinak. Nepochzneci pacet epoch trénovani & znaci pacateni hodnotu aiciho parametru

viz algoritmus 2. Nyra Zneci pacet dodatenych bodu pidanych na okraj oblastiocky, viz popis v sekci

5.1.

53 n=2m=0

Neuronové s# U i § nely obe 4 skryté vrstvy po 25 neuronech. Ka da sit ma takto 2076 trénovatel-
nych vah pro celkovy pmet 4152. Zvoleny peet bodu vedl na zhruba stejny celkovygat trénovacich
bodu jako byl celkovy poet trénovatelnych vah obou siti dohromadsetfed parametru trénovani je
v tabulce 5.3.1.

Nejdrive bylo vyzkouSeno trénovani pomoci adaptivnich koe cientu ztratové funkce, viz algorit-
mus 4. Vysledek pro nejlepSi hodnoty Je zobrazen na obrazcich 5.3.1 a 5.3.2. OvSem zgtiub
zahrivani okraje destky neni Uple jisté, e by mel vzniknout po adovany parabolicky teplotni pro |
polynomu. Bylo proto vyzkouseno trénovani podle algoritmu 3. Zde se nasimulovanghpratmivani
okraje destiky zda byt vice fyzikalni, viz obrazek 5.3.3, a vice se podoba vysledkum z numerické sekce,
ovSem za cenu mnohenet$i relativni chyby aproximacegdepsaného Zernikova polynomu.

54 n=2m=-2

Velikosti siti a pety bodu byly voleny jako v sekci 5.3.rBhled parametru trénovani je v tabulce
5.4.1. Sié byly trénovany pomoci algoritmu 4. Vysledek pro nejlepSi hodngtje zobrazen na obréaz-
cich 5.4.1 a 5.4.2. Zafvani okraje destky se zda, e by mohlo fyzikak odpovidat po adovanému
teplotnimu pro lu polynomu.
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