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Uvod

Kvantové pocitace a kvantova teorie informace slibuji revoluci v oblasti zpracovani dat, kryptografie
a simulace fyzikdlnich systémd. Algoritmy, jako je Shortv faktorizacni algoritmus [4] nebo Grovertyv vy-
hleddvaci algoritmus [5], teoreticky nabizeji exponencidlni zrychleni oproti svym klasickym protéjskim.

K praktické realizaci téchto technologii je vSak nezbytné udrZet kvantovy systém v koherentnim
stavu, coZ predstavuje jednu z nejvétSich vyzev soucasné fyziky. Redlné kvantové systémy jsou nevy-
hnutelné vystaveny interakci s okolnim prostfedim. Tento proces, zndmy jako dekoherence, vede ke
ztraté kvantové informace a degradaci Cistych stavi na stavy smiSené, které 1ze popsat pomoci matice
hustoty [6].

Pokud vérnost stavu klesne pod urcitou mez, stavd se pro vypocet nepouZzitelnym. Ackoliv existuji
metody kvantové opravy chyb [7], tyto techniky Casto vyZaduji znacnou rezii v poctu qubitd a hradel.
Alternativnim a vysoce efektivnim pristupem je tzv. kvantova purifikace. Tento koncept, poprvé predsta-
veny v pracich Bennetta [8] a Deutsche [9], umozZiiuje extrahovat z velkého souboru zasuménych part
qubitd mensi pocet parti s vysokou vérnosti. Zakladni myslenkou je iterativni aplikace unitdrnich operaci
(napt. CNOT hradla) na dva exemplare poskozeného stavu, ndsledovand méfenim jednoho z nich. Na
zédklade vysledku méfeni je druhy par bud’ ponechén a jeho Cistota se zvySila, nebo zahozen.

Z matematického hlediska Ize tento rekurentni proces popsat jako diskrétni dynamicky systém. Stav
qubitu v kroku 7 + 1 je dan nelinearni funkci stavu v kroku n. Pravé tato nelinearita, zpisobena procesem
meéfeni a selekce, vede k bohaté dynamice.

V komplexni roving, kde parametrizujeme stav qubitu, se hranice mezi oblasti konvergence (ispé$na
purifikace) a oblasti divergence projevuje jako Juliova mnoZina.

Ackoliv zdklady teorie iterace raciondlnich funkci, a tedy i teorie Juliovych mnoZin, poloZili Gaston
Julia a Pierre Fatou jiZ na pocatku 20. stoleti, skuteCnou renesanci zazil tento obor az s nastupem vypo-
Cetni techniky a pozdéji s aplikacemi v teoretické fyzice. V kontextu kvantovych purifikaénich protokold,
kterymi se zabyva tato prace, nabyvaji Juliovy mnoZiny zcela nového, fyzikalniho vyznamu.

Jak ukazuji prace v oblasti nelinedarni dynamiky [12][13], Juliova mnoZina J(f) tvoii pfirozenou hra-
nici v prostoru stavli. Odd€luje tzv. oblast pritazlivosti Zadouciho Cistého stavu od oblasti, kde protokol
diverguje nebo konverguje k nechténym stavim. Moderni analyza téchto mnoZin se proto nesoustfedi
pouze na jejich topologii, ale pfedevs$im na jejich strukturdlni stabilitu.

Klicovym pojmem moderni teorie je hyperbolicita. Racionalni zobrazeni je na své Juliové mnoziné
hyperbolické, pokud derivace iteraci v okoli této mnoZiny roste exponencidlné. Pro fyzikalni aplikace
je tento fakt zasadni, jelikoZ pokud je dynamika hyperbolickd, systém je strukturdlné stabilni, coZ zna-
mend, Ze malé poruchy (Sum v hradlech nebo nepiesnosti v rotaci U(6, ¢)) nezméni drasticky kvalitativn{
chovani systému [14].

Naopak v blizkosti tzv. parabolickych bodl nebo v piipadech, kdy Juliova mnoZina obsahuje kritické
body, se dynamika stdva extrémné citlivou. Studium fraktdlni dimenze téchto mnozin tak neslouZzi jen
k popisu jejich drsnosti, ale ddvd ndm piimou informaci o mife neurcitosti a riziku selhdni purifikace
vlivem vnéjsich perturbaci.



Zatimco pivodni navrhy purifikacnich protokoll uvazovaly fixni unitarni operace, souc¢asny vyzkum
[15] se zaméfuje na slozitéjsi scénare, které 1€pe odpovidaji realnym experimentdlnim podminkam nebo
hybridnim kvantovym sitim. V téchto pfipadech se ukazuje, Ze dynamika purifikace vykazuje znaky
kvantového chaosu.

Nejnovéjsi poznatky, shrnuté napiiklad v praci Malachova [3], propojuji teorii Juliovych mnoZin s
teorii ndhodnych matic. Ukazuje se, Ze pokud jsou lokdlni unitarni rotace v protokolu vybirany nahodné
(naptiklad z CUE - Circular Unitary Ensemble), statistické vlastnosti systému, jako je rozloZeni vlastnich
¢isel evolucniho operatoru, vykazuji univerzalni chovani.

V tomto kontextu pfestdva byt Juliova mnoZina pouze geometrickou kuriozitou a stdva se klicovym
prediktorem pro efektivitu protokolu. Moderni studie [18] [19] naznacuji existenci tzv. fraktdlnich Wey-
lovych zdkont pro oteviené kvantové mapy. Tyto zdkony davaji do souvislosti Hausdorffovu dimenzi
invariantni mnoziny (v nasem piipadé Juliovy mnoZiny) s po¢tem dlouho Zijicich metastabilnich stavu.

Zkoumani dimenze Juliovych mnozZin, které je predmétem této prace, tak ma pfimy presah do optima-
lizace kvantovych siti. Vy§3i fraktdlni dimenze hranice stability totiZ v feci kvantového chaosu implikuje
slozitéjsi fazovy prostor, kde mize dochazet k neZadoucimu uviznuti stavu v blizkosti hranice, coz zpo-
maluje konvergenci k Cistému stavu. Porozuméni této geometrii je tedy nezbytné pro ndvrh robustnich
protokolil odolnych vici fluktuacim.
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Kapitola 1

Odvozeni dynamického systému a
zakladni pojmy

Kvantova teorie informace a vyvoj kvantovych pocitaci predstavuji v poslednich desetiletich jednu
z nejrychleji se rozvijejicich oblasti moderni fyziky a informatiky. Zatimco klasické pocitace operuji s
bity, které nabyvaji hodnot 0 nebo 1, kvantové pocitale vyuZivaji tzv. qubity. Ty mohou diky principu
superpozice existovat v libovolné linedrni kombinaci bazovych stavii, coZ teoreticky umoZiiuje exponen-
cidlni zrychleni vypocti pro urcité tiidy tloh, jako je faktorizace velkych ¢isel nebo simulace kvantovych
systému.

Zasadni piekaZzkou pro praktickou realizaci kvantovych vypocti je vsak interakce s okolnim pro-
stfedim, kterd vede k procesu zvanému dekoherence. Tento jev zpisobuje ztratu kvantové informace a
degradaci Cistych stavii na stavy smiSené. Aby bylo mozné provadét spolehlivé vypocty, je nezbytné mit k
dispozici metody, které dokaZi chybovost potlacit. Vedle komplexnich kvantovych samoopravnych kédu
hraji vyznamnou roli tzv. purifika¢ni protokoly (entanglement purification protocols), které umoziuji z
vice kopii zaSuménych stavi extrahovat stavy s vyssi vérnosti (fidelity).

Tato prace se zaméfuje na matematickou analyzu specifické tfidy téchto protokold. Ukazeme, Ze
iterativni aplikace purifikacniho kroku lze pfirozené modelovat jako diskrétni dynamicky systém na Ri-
emannové sféfe. Studium stability téchto protokoli tak piimo vede k dlohdm komplexni dynamiky, kon-
krétné k analyze Juliovych mnoZin raciondlnich zobrazeni. V této kapitole nejprve formalné zavedeme
fyzikalni model jednoho qubitu a odvodime pfislusné rekurentni zobrazeni, jehoZ vlastnosti budeme v
dal$im textu zkoumat

1.1 Formulace problému

Pro pochopeni vzniku dynamického systému, ktery je predmétem této prace, je nutné vyjit z konkrét-
niho fyzikédlniho protokolu pro opravu chyb. Uvazujme standardni scéndf v kvantové komunikaci, kdy se
snazime prenést stav qubitu, ale vlivem Sumu v komunika¢nim kandlu dochazi k jeho degradaci. Cilem
purifikace je zvysit vérnost tohoto stavu vici idedlnimu stavu |0). Protokol, kterym se budeme zabyvat,
vyuZziva nelinedrni operace nad dvéma kopiemi téhoZ stavu, vychazime z [8]. Zakladni myslenka spo-
¢iva v tom, Ze vezmeme dva poSkozené qubity a provedeme mezi nimi logickou operaci (napt. CNOT),
ktera prenese ¢ast informace o chybé z jednoho qubitu na druhy. Naslednym zméfenim druhého qubitu
ziskdme informaci o tom, zda k chybé¢ doSlo. Pokud méfeni dopadne ptiznivé, prvni qubit si ponechdme,
pfi¢emz jeho stav je nyni Cist$i (bliZe k |0)). Pokud tento proces opakujeme iterativné, stav qubitu v Case
n+ 1 zavisi na jeho stavu v ¢ase n. Timto zplisobem piechdzime od fyzikalniho popisu k matematickému
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modelu iterovaného zobrazeni z,,+1 = f(z,). Nasledujici odvozeni ukazuje, jak konkrétni volba unitdrnich
operaci v protokolu vede k raciondlnim lomenym funkcim v komplexni rovin€. Uvazujme stav jednoho
qubitu poskozeného vlivem prostiedi. Pivodni stav |0) prechdzi do obecného stavu

1
- (0)+ 1)), 1.1
o) \/m(l ) +2l1)) (1.1)

kde z € C, |z] < & pro malé &. Cilem je ziskat zpét stav |0).
K tomuto dcelu vyuZijeme tzv. purifikacni protokol, ktery funguje nisledovné: Uvazujme neprova-
zany stav systému se dvéma qubity v obecném tvaru popsaném vyse, neboli:

[in) = o) ® o) = (100) + Z01) + 2]10) + Z2[11)).

|22 + 1

Po aplikaci brany CNOT prejde tento stav v provazany stav nasledujiciho tvaru:

[Your) = Cnor|¥in) = (100) + 2|01 + 2]11) + 2% 10)).

|22+ 1
Provedeme méteni druhého qubitu, které projektuje na stav |0), ziskdme prvni iteraci protokolu. Vysledny
stav je

1
—=———(100) +2°[10)),
Vizl* + 1
kde jsme amplitudy upravili tak, aby odpovidaly normalizani podmince. Z ¢ehoZ miZeme uZ extrahovat
stav prvniho qubitu:

1
1) = ———=(0) + Z%|1)).
U1 \/W( Z7|1))

Zde je patrné, Ze transformace amplitudy odpovidd zobrazeni

- 2

I s

Iterace tohoto procesu postupné vedou ke konvergenci k nule, pokud |z| < 1, tj. stav se bliZi k |0). Pokud
vsak |z] > 1, iterace diverguji k nekoneCnu, coz odpovida stavu |1). Na jednotkové kruznici zustavaji
iterace na misté, bez konvergence.

1.2 Obecna unitarni transformace

Do zékladniho purifikaéniho schématu (dvé identické kopie qubitu, brana CNOT, nasledné méfeni
druhého qubitu) zavddime navic lokdln{ unitirni operaci

cos @ sin @ e'¥

U, p) = 0 €[0,7/2), ¢ €[0,2n).

. 1, b
—sinfe™  cosé@

2 a vede k raciondlnimu zobrazeni na rozsitené

Tento pfipad rozsifuje jednoduchou transformaci z — z
komplexni roviné; niZe ji odvodime explicitné

Pokracujme v odvozovani z predchozi ¢asti. Vychazime ze stavu po CNOT, tj.:

(100 + z/01) + Z2[10) + z|11)).

¥, =
IYenor) T+ 1P

12



Aplikace unitarni transformace U (6, ¢) na prvni qubit

Nyni aplikujeme unitarni matici U(6, ¢) na prvni qubit (tj. operdtor U ® I na dvouqubitovy stav). Pro
prehlednost si zapiSeme jednotlivé koeficienty stavu po CNOT:

stav vektor koef.

|00) coo =1
|01) co1=2 .
110) cio = 2
[11) Cl1 =2

Po aplikaci U ® I se kazdy Clen |i, j) s koeficientem c;; vypoCte podle:

1
Wenlij)= ), Urilk, j).
k=0

Z toho nds zajimaji amplitudy stavi, u kterych je druhy qubit |0) (protoze na néj nasledné projektujeme).
Nové amplitudy pro bézi |0) ® [0) a |1) ® |0) jsou:

@ := koef. u |0) ® |0) = coougy + ciot10,

,8 := koef. u |1> ® |0> = coolUp1 + C10U11,
kde komponenty U jsou podle zdpisu vyse:
upo = cosB, ug =sinfe¥, wuyp=-sinfe ¥, wuj = cosb.
Dosazenim cop = 1, ¢jo = 7> dostdvame
& = cooUpo + c10U19 = 1 - cos 8 + - (—sin Ge_i“’) = cosf — 2> sinfe ¥,

B = cooUop + c1oUy1 = 1 - sin e’ + 2 - cos O = 72 cos 0 + sin 0e'?.

Projekce druhého qubitu na |0) a vysledné zobrazeni

Po projekci druhého qubitu na |0) zlstane prvni qubit s nenormalizovanymi amplitudami @ a f§.
Pomér amplitud je tedy

, 7% cos @ + sinf ¢

z =

cosf —z2sinfe ¢’

ST e

Diéle vydélime Citatele i jmenovatele cos 6 a zavedeme parametr
p=tanfe®.

Po této ipravé dostaneme elegantni tvar raciondlni funkce

Z+p

1_p2 0 kde p =tanfée¥ a p* = p.
Pz

fp(Z) =

Vypocet ukazuje, Ze volbou parametru (6, ¢) (tedy volbou unitarni brany U) dostivame mnoZinu racio-
nalnich zobrazeni f, stupné 2; jejich dynamika (atraktory, Juliovy mnoZiny, kritické body) zévisi citlivé
na komplexnim parametru p.
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Je dtlezité zdiraznit fyzikdlni interpretaci komplexni proménné z, jejiZ dynamiku zde zkoumame. V
kontextu kvantové informace nas primarné¢ zajima tzv. vérnost (fidelity) F, ktera kvantifikuje miru shody
aktudlniho stavu |¢) s cilovym Cistym stavem, v naSem piipade stavem |0). Vérnost je definovéana jako
kvadrat absolutni hodnoty skalarniho soucinu té€chto stavu, tedy F = I(Olgb)lz. Dosazenim z rovnice 1.1
dostdvdme pfimy vztah mezi soufadnici z a méfenou kvalitou stavu:

1
——(0) + ZI1>)>

<Om

Z tohoto vztahu je patrné, Ze konvergence z — 0 (pevny bod zobrazen{) odpovida konvergenci F — 1
(perfektni purifikace). Naopak, pokud z — oo, klesd vérnost k nule. Studium stability pevného bodu
z = 0 je tedy ekvivalentni studiu schopnosti protokolu dosdhnout maximalni vérnosti.

2

F(z) =

1+

Kratké poznamky
e Pro p =0 (tedy 6 = 0) se vracime k ptivodnimu jednoduchému zobrazeni f(z) = z>.

e Stupné a stabilita pevnych bodd, kritické body a Juliovy mnoZiny pro f), Ize studovat standardnimi
néstroji komplexni dynamiky. Kritick€ body (kde f;(z) = 0) a jejich orbity rozhoduji o topologii
Fatouovy a Juliovy mnoZiny.

Pozndmka: vyse uvedeny odvozeny krok (CNOT — aplikace U na prvni qubit — projekce druhého
qubitu) poskytuje pfimy a transparentni matematicky divod, pro¢ se v kontextu purifikacnich protokolt
objevuji pravé tato raciondlni zobrazeni f,,. Vice ilustraci a numerickych piikladii 1ze nalézt v textu [21]
a[3].

1.3 Dynamické vlastnosti indukovaného zobrazeni

Iterace transformace f), pfedstavuji diskrétni dynamicky systém. Z matematického hlediska se jedna
o iteraci raciondlnich funkci, coZ je centrdlni téma komplexni dynamiky. Dlouhodobé chovani takovych
iteraci 1ze popsat pomoci pojmu jako jsou pevné body, periodické body, atraktory a invariantni mnoZiny.

Zv1asté dileZitou roli hraji Juliovy mnoZiny J(f,), které odd€luji oblasti konvergence k riznym atrak-
torim. Tyto mnoZiny maji Casto fraktdlni strukturu a jejich studium je klicové pro pochopeni stability ¢i
nestability purifikacniho protokolu.

Parametr

p= tan(x)ei‘p

ma piimy fyzikdlni vyznam, protoZe reprezentuje lokdlni unitdrni rotaci qubitu aplikovanou mezi jed-
notlivymi kroky purifika¢niho protokolu. Jeho velikost uruje miru rotace, zatimco faze ¢ udava smér
rotace na Blochové kouli. Jinymi slovy, p popisuje, jak se zdkladni stavy |0) a |1) sméSuji do superpo-
zic. Napiiklad hodnota p = 1 odpovida rotaci o /4, kterd prevadi bazi na stejnou superpozici, tedy na
stav symetricky vici obéma bazovym vektorum. Volba p tak uruje charakter vysledného nelinedarniho

zobrazeni )
zZ+p
F,(2) = ——,
P( ) 1 _p*ZZ

a tim i dynamiku celého protokolu.
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1.4 Purifikace pro systémy vice castic

covych systémi k vicecasticovému provazani, které reprezentuji tzv. GHZ stavy (Greenberger-Horne-
Zeilinger). Pro N qubitd je tento stav definovén jako superpozice

1
GHZ) = —(|0)8" + [1)®M).
| >\/§(I> + 1Y)

Zakladni purifika¢ni protokoly pro tyto stavy zavedli Murao et al. [39]. Dynamika vérnosti x; se v rdmci
protokolu pri uvazovani chybového parametru p 1idi nelinedrnim zobrazenim:

X2(1 = p)*N + Cn(1 = x,)*p?N
D(x,, p) ’

kde D(x,, p) je normalizaéni faktor a ¢len Cy z4visi na poctu €stic N. S rostoucim N se oblast konver-
gence dramaticky zmensuje, coZ bylo pozdéji podrobné analyzovano a zobecnéno pro tfidu grafovych
stavl v praci Diir et al. [40].

Vyznamnou tfidu vicecdsticové provdzanych stavii predstavuji grafové stavy. Tyto stavy nabizeji
robustni matematicky rdmec pro popis provazani pomoci teorie grafl, kde vrcholy grafu G = (V, E)
reprezentuji fyzické qubity a hrany odpovidaji interakcim mezi nimi [16].

Grafovy stav |G) je definovan konstruktivnim zptisobem. Systém N qubitl je nejprve pripraven v
produktovém stavu |+)®V, kde [+) = (|0) + [1))/ V2. Nasledng je na kazdou dvojici qubitl {a, b}, ktera
je v grafu spojena hranou e € E, aplikovédna unitarni operace , kterd v bazi vypocetnich stavlii odpovida
diag(1, 1,1, —1). Tento proces lze formalné zapsat jako:

Gy= [ | v

a,beE

Xn+l = fp(xn) =

Z hlediska klasifikace provdzani lze na grafové stavy nahlizet jako na pfimé a Siroké zobecnéni GHZ
stavll. Zatimco GHZ stavy predstavuji specificky typ maximélné provdzanych stavd, v feci grafit odpovi-
daji (aZ na lokaln{ unitarni transformace) grafim s topologii hvézdy, kde je jeden centralni qubit spojen
se vSemi ostatnimi, pfipadné grafim dplnym vice v [16].

Grafové stavy, vcetné klastrovych stavl, dnes tvoii zdkladni zdroj pro méfenim fizené kvantové
pocitani a hraji klicovou roli v teorii kvantovych opravnych kédu [16, 17].

Zatimco vySe popsany model pracuje s fixnim analytickym piedpisem f(z), ktery je dén fyzikaln{
konstrukei protokolu (série CNOT hradel a méfeni), moderni vyzkum ukazuje, Ze tento klasicky tvar
nemusi byt optimalni. Zde miZeme zminit aktudlni praci [41], nebo obecnéjsi [42] kterd pristupuji k
problému purifikace GHZ stavii inverzné.

Misto analyzy stability daného protokolu vyuZivaji variacni kvantové algoritmy (VQA) k tomu, aby
optimdln{ itera¢n{ funkci nalezli (natrénovali). Jejich pfistup Ize interpretovat jako hledani takového zob-
razeni z,+1 = Go(2,), parametrizovaného vektorem 6 parametry kvantového obvodu, které maximalizuje
objem atraktoru ndleZiciho k ¢istému stavu. Timto zpisobem dokazi nalézt purifikacni mapy, které jsou
robustné&jsi vici Sumu p nez standardni analytické protokoly, jejichz fraktalni vlastnosti budeme zkoumat
v tomto textu.
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Kapitola 2

Juliovy mnoziny a vlastnosti racionalnich
zobrazeni

V predchozi ¢asti jsme ukdzali, Ze vyvoj stavu qubitu v purifikaénim protokolu je popsan iteraci
raciondlni funkce f,. Abychom pochopili, za jakych podminek protokol funguje (tj. kdy stav konverguje
k cilovému ¢istému stavu) a kdy selhdvd, musime analyzovat stabilitu té€chto iteraci v komplexni roviné.
Klicovym néstrojem pro rozliSeni oblasti se stabilnim (konvergentnim) a chaotickym chovanim jsou
pojmy Fatouova a Juliova mnoZina.

V této kapitole se budeme zabyvat zdkladni teorii Juliovych mnoZin komplexnich raciondlnich zob-
razeni. Budeme uvaZovat raciondlni zobrazeni

f:@—>@,

kde C = C U {c0} je Riemannova sféra a f je holomorfni zobrazeni dané podilem dvou polynomi bez
spole¢nych kofent. Ozna¢ime f°" n-tou iteraci zobrazeni f. Pro tyto mnoZiny mizZeme pouZit nasledujici
2 ekvivalentni definice. Ekvivalence je ukdzana naptiklad v [20].

Definice 2.1. Necht' f : € — C je racionalni zobrazeni na Riemannové sféte. Fatouova mnoZina F(f) je
maximalni oteviend podmnozina C, na niz mnoZina iteraci { f o tvoii normélni rodinu holomorfnich
zobrazeni.

Juliova mnoZina J(f) je komplement mnoZiny F(f) v C, tj.

J(f) = C\ F(f).

Definice 2.2. Necht' S je Riemannova plocha a f : § — S je nekonstantni holomorfni zobrazeni.
Oznacme f°" : § — § jeho n-tou iteraci a zafixujme bod zo € S. Pak plati jedno z:

e Pokud existuje okoli U bodu zp, na némZ posloupnost iteraci {f°"} tvofi normalni mnoZinu, pak
fikame, Ze zg je reguldrni (nebo normdlni) bod, neboli Ze zy patii do Fatouovy mnoZiny zobrazeni

f.
e Pokud takové okoli neexistuje, fikdme, Ze zg patfi do Juliovy mnoZiny J = J(f).
Fatouova mnoZina je tvofena body, ve kterych je chovéni iteraci stabilni, zatimco Juliova mnoZina

zachycuje oblasti nestability a chaotické dynamiky. Pro raciondlni zobrazeni stupné alespon 2 maji tyto
mnoZiny bohatou a sloZitou strukturu.
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Pozndmka 2.3. Z definic je zfejmé, Ze mnoZiny F(f) a J(f) jsou disjunktni a jejich sjednoceni pokryva
celou Riemannovu sféru:

F(HnJ(H=0, FHUJI) =C.

Mnozina F(f) je oteviend a mnoZina J(f) je uzaviena.

2.1

Zakladni vlastnosti Juliovych mnozin

Véta 2.4 (Vlastnosti Juliovych a Fatouovych mnoZin). Necht' f : C — C je raciondini zobrazeni. Pak

plati:

1. Juliova mnoZina je uzaviend a komplementdrni Fatouova mnozina je oteviend.

2. Juliova mnoZina je iiplné invariantni vzhledem k zobrazeni f:

FUE) = I = £,

3. Totéz plati pro Fatouovu mnozinu:

FFECFP,  FUE) S )

Véta 2.5. Pro raciondini zobrazeni f : C — C stupné vétsiho nebo rovného 2 plati ndsledujici:

1.

Juliova mnozina J(f) # 0.

Diikaz. Necht' f je raciondlni zobrazeni stupné d > 2. Potom f°" ma stupen d". Pokud {f°"},>0
tvoif normalni mnozinu funkci na celé €, pak n&jaka podmnozina {f°"} j>1 konverguje lokalné
stejnomérné k funkci g. Protoze C je kompaktni, existuje J, Ze pro viechna j > J a z € C plati
d(f"(z),9(z)) < /2 ve sférické metrice. To vede ke sporu s n; — oo.

Juliova mnozina J(f) je nekonec¢na.
Diikaz. Podle disledku jsou jediné moznosti pro kone¢né tplné invariantni mnoZiny (aZ na konju-
gaci) mnoZziny {co} nebo {co, 0}. Tyto vyjimecné mnoziny vsak patfi do Fatouovy mnoziny.

v, 2

. Juliova mnozina J(f) je nejmensi dplné invariantni uzaviena mnozina obsahujici alespon tii

body.

Diikaz. Doplitek uplné invariantni uzavfené mnoZiny obsahujici alespoi tfi body je oteviend tplné
invariantni mnozina, kterd vynechava alespon tfi body, a proto je obsazena ve Fatouové mnoziné
podle Montelovy véty.

Juliova mnozina J(f) je perfektni.

Diikaz. Oznaéme Jy mnozinu hromadnych boda J(f). Jo je neprazdna, uzaviena a dplné invari-
antni. Jo nemtiZe byt koneCnd, protoZe by byla vyjimecnd, a tedy patfila do F(f). Z toho plyne
Jo = J(f).

. Juliova mnozZina J(f) je bud’ cela @, nebo ma prazdny vnitiek.

Diikaz. Oznaéme S = C — int(J). S je sjednocenim Fatouovy mnoZiny F a hranice dJ mnoZiny J.
S je bud’ prdzdnd, nebo obsahuje J(f).
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2.1.1 Priklad: Kvadratické zobrazeni

Klasickym prikladem jsou kvadratickd zobrazeni
q.(2) = + ¢, ceC.
Jejich Juliovy mnoZiny jsou tzce spojeny s tzv. Mandelbrotovou mnoZinou:
M ={ceC : J(g.) je souvisld}.

Pokud ¢ € M, je Juliova mnoZina souvisld; pokud ¢ ¢ M, je Juliova mnoZina Cantorovského typu
(homeomorfni Cantorové mnoziné). Pro ¢ = 0 je J(qo) jednotkova kruZnice, pro ¢ = -2 je Juliova
mnozina interval [-2, 2]. Vice lze nalézt napriklad ve [20].

2.1.2 Specificka zobrazeni purifika¢nich protokoli

V predchozi sekci jsme ilustrovali vlastnosti Juliovych mnoZin na klasickém kvadratickém polynomu
q.(2) = 22+ ¢. V této prici se vsak primdrné zabyvdme dynamikou raciondlniho zobrazeni odvozeného
v kapitole 1.2:

Z+p

fp(Z) = 1——]9*Z2

Toto zobrazen{ vykazuje zasadni dynamické odli$nosti oproti polynomiim, coz ma piimy dopad na geo-
metrickou interpretaci a vizualizaci pfisluSnych Juliovych mnoZin.

Kli¢ovym rozdilem je chovéni zobrazeni v bodé nekonecno. U polynom stupné d > 2, jako je 7% +c,
je bod oo vZdy atraktivnim pevnym bodem. To znamend, Ze existuje okoli nekonecna, z n€hoZ vSechny
body unikaji do co. Diky tomu mizZeme u polynomu Juliovu mnozinu definovat jednoduse jako hranici
mnoziny bodd, které neunikaji do nekonecna (tzv. vyplnénd Juliova mnozZina).

Pro naSe raciondlni zobrazeni f,, (kde p # 0) vSak tato vlastnost neplati. Podivejme se na limitni
chovéni pro z — oo:

Abychom mohli korektné analyzovat chovani funkce v bodé oo a jeho okoli, vyuzijeme vlastnosti
Riemannovy sféry C. Zavedeme lokaln{ soufadnici w = 1 /z, kterd prevadi okoli bodu co v roviné z na
okoli bodu 0 v roviné w.Pro ur€eni obrazu bodu co zkoumame chovani sloZeného zobrazeni

gw) = fp(1/w)
v limité w — 0. Dosazenim do piedpisu 1.2 a naslednou tpravou rozsifenim vyrazem w> dostavame:

1 2
1 w) TP 1+ puw? 1
lim g(w) = limfp(—) = lim (&) = lim =
w—0 w—0 w w—0 1= p* (l) w—0 w* — p* p*
P \w

Z vysledku je patrné, Ze bod oo neni pro obecné p # 0 pevnym bodem zobrazeni (jako je tomu u

polynomti), ale je mapovan do kone¢ného bodu z = —1/p*. Dynamika systému tedy neni omezena
na konecnou ¢ast roviny; trajektorie mohou prochéazet skrze nekonecno a vracet se zpét do komplexni
roviny.

Z tohoto dlivodu nelze v piipadé purifikaéniho protokolu dynamiku omezit pouze na komplexni
rovinu C. Nekonec¢no zde neni izolovanym atraktorem vné systému, ale je plnohodnotnym bodem, skrze
ktery trajektorie systému dynamicky prochazeji. Bod mizZe byt v jednom kroku kone¢ny, v druhém se
zobrazit do nekonecna a ve tretim se vratit zp€t do komplexni roviny (do okoli —1/p*).
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Pro korektni matematicky popis a vizualizaci je proto nezbytné pracovat na Riemannové sféfe C =
C U {oo}. Juliova mnozina J(f,) v tomto pfipad€ netvoii hranici mezi omezenou oblasti a oblasti tiniku

vvvvvv

nuje pouziti stereografické projekce nebo pfimé vizualizace na sféfe v nésledujicich kapitolach, jelikoz
planarni zobrazeni by nutné vedlo k vizudlnim artefaktiim v okolf p6li a bodu v nekonecnu.

2.2 Lokalni vlastnosti Juliovych mnoZin

Kli¢em k pochopeni dynamiky raciondlniho zobrazeni f : C — C je analyza jeho pevnych a perio-
dickych bodd. Tyto body tvofi elementarni prvky dynamiky a jejich stabilita uréuje chovani mnoZiny na
jejich okoli.

Definice 2.6 (Pevny bod a periodicky bod). Bod zg € C se nazyvd pevnym bodem zobrazeni f, jestlize
plati:
f (o) = z0.

Bod zp se nazyva periodickym bodem s periodou n (kde n > 1), jestliZe plati:

f(z0) = 20
a zaroven f°k(z()) # zo pro vSechna 0 < k < n.

Mnozina bodi {zg, £(z0), °%(z0)s - - -, " D(z0)} tvoii tzv. orbitu periodického bodu. Kazdy bod
cyklu je rovnéZ periodickym bodem se stejnou periodou n. Pevny bod je specidlnim pripadem perio-
dického bodu s periodou n = 1.

Chovani iteraci v blizkém okoli pevného bodu zj je urceno derivaci zobrazeni v tomto bodé. Tuto
hodnotu nazyvdme multiplikétor periodického bodu a znac¢ime jej A.

Pozndmka 2.7. Pokud je zg = oo, je nutné provést transformaci soufadnic w = 1/z a vySetfit derivaci
transformovaného zobrazen{ v nule.

Pro periodicky bod zg s periodou n tvorici cyklus z9 — z; — -+ — z,-1 — 2o je nasobitel definovan
jako derivace n-té iterace:

A= (f"")(z0).

Diky fetizkovému pravidlu pro derivovéni plati, Ze ndsobitel je roven soucinu derivaci v jednotlivych

bodech cyklu:
n-1
=] ]re.
i=0

Z toho plyne dulezitd vlastnost: ndsobitel je pro vSechny body téhoZz cyklu stejny.
Na zdkladé absolutni hodnoty nésobitele |1| délime pevné a periodické body do tii zdkladnich kate-
gorii:

Definice 2.8 (Klasifikace periodickych bodii). Necht A € € je multiplikator periodického bodu zg pro
zobrazeni f : C — C. Pak pro periodické body zavddime nédsledujici déléni:

e Pokud A = 0, pak periodicky bod nazveme superatraktivni.
e Pokud 0 < |4] < 1, pak periodicky bod nazveme atraktivni (atraktory).

e Pokud |1| > 1, pak periodicky bod nazveme odpuzujici (repelery).
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e Pokud |1| = 1, pak periodicky bod nazveme neutralni.

1. Pokud pro neutrilni periodicky bod platf, Ze A = ¢*™®, kde a € Q, pak jej nazveme parabo-
licky.
2. V opacném pripadé€ je nazveme iraciondlni pevné body.

U atraktivnich bodi tvoif mnoZina bodi, které k cyklu konverguji, Basin of Attraction, mtizeme pfe-
loZit jako oblast pfitazlivosti. Tato mnoZina je oteviend a je soucdsti Fatouovy mnoZiny F(f). Z hlediska
aplikaci v kvantové teorii informace je kliCovy piipad superatraktivniho bodu . V jeho okoli je konver-
gence alespon kvadraticka, coZ zajist'uje robustni potlaceni chyb. Typickym prikladem je bod z = O pro
zobrazeni 7 — z2. Pokud plati 0 < || < 1, madme k dispozici pouze linedrni konvergenci.

Odpuzujici body predstavuji nestabilni oblasti mnoZzin, tedy hodnoty od kterych jsou okolni body
iteracemi vytlacovany. Tyto body hraji zdsadni roli v topologické charakterizaci chaosu. Plati véta, Ze
Juliova mnoZina je uzavérem mnoziny vSech odpuzujicich periodickych bodi, neboli, Ze mnoZina téchto
bodd je husta v J(f) [1].

Chovani dynamického systému v okoli pevnych bodt neni pouze popisné, ale 1ze jej matematicky
rigorézné odvodit pomoci tzv. teorie linearizace. Jak uvadi Milnor [1], lokdlni chovani holomorfniho
zobrazeni f v blizkosti pevného bodu zg s multiplikdtorem A = f”(z) je (s vyjimkou specidlnich piipadit)
konformné ekvivalentni linedrnimu zobrazeni w +— Aw.

Pro atraktivni a odpuzujici pevné body plati Koenigstiv teorém. Tento teorém ndm umoznuje nahliZet
na sloZitou dynamiku f jako na prosté ndsobeni komplexnim ¢islem A v novych soufadnicich.

Véta 2.9 (Koenigsiv linearizacni teorém). Necht’ zy je pevny bod holomorfniho zobrazeni f s multipli-
kdtorem A = f’(z0), pro ktery plati |A| # 0, 1. Pak existuje v okoli bodu z¢ lokdlni holomorfni zména
souradnic ¢ takovd, Ze ¢(z0) = 0 a plati tzv. Schroderova rovnice:

(f(2) = 4- ().

Geometricky to znamend, Ze orbity v blizkosti zg se spirdlovité pfiblizuji (nebo vzdaluji) po logarit-
mickych spirdlach uréenych argumentem A.

Specialni a pro nasi praci dileZity piipad nastdva, kdyZ A = 0, napiiklad u funkce f(z) = z>. To od-
povida superatraktivnim bodlm, které jsou zaroven kritickymi body zobrazeni (f(zg) = 0). Zde linearn{
aproximace selhava.

Véta 2.10 (Bottcherova véta). Necht’ zg je superatraktivai pevny bod, kde f md nulu Fadu f°/(z9) = 0
pro 1l < j < ka f*z) # 0. Pak existuje lokdlni soufadnice ¢, ve které md zobrazeni tvar mocninné
funkce:

$(f(2) = (#(2)".

V kontextu zobrazeni f,(z) miiZe bod z = co vykazovat pravé toto chovdni, v zdvislosti na parametru
p, coZ vede k extrémné rychlé konvergenci orbit a vzniku rozsdhlych oblasti pfitaZlivosti.
e?™P/4) hovoifme o parabolickém pevném bodg.

Zobrazeni zde nen{ linearizovatelné. Misto toho se v okoli bodu formuje geometricka struktura zvana
Leau-Fatouova kvétina. Ta se sklada z g pfitahujicich smért (kde se orbity asymptoticky bliZi k zg) a ¢
odpuzujicich sméra.
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2.2.1 Neutralni pevné body

Ttida neutrdlnich pevnych bodu, pro které plati |[A| = 1, pfedstavuje z hlediska dynamiky nejsloZi-
t&jSi piipad. Na rozdil od atraktort a repelert, kde je chovani v lokdlnim okoli uréeno multiplikdtorem
derivace, zde o stabilité rozhoduje argument kofene jedni¢ky a a nelinedrni ¢leny Taylorova rozvoje.

RozliSujeme dva kvalitativne odlisné piipady podle toho, zda je argument « raciondlnim nebo iraci-

onalnim nasobkem 2.

Definice 2.11 (Parabolicky bod). Pevny bod zp nazveme parabolickym, jestlize jeho multiplikdtor A =
f'(z0) je tvaru A = ¢2P/9 kde p € Z a g € N jsou nesoudélna &isla.

V okoli takového bodu nelze zobrazeni linearizovat (neexistuje konformni zdména soufadnic, kterd
by f pfevedla narotaci z — Az). Misto toho je lokdlni dynamika popsédna vétou o Leau-Fatouové kvéting,
kterou detailné rozebird Milnor.

Véta 2.12 (O Leau-Fatouové kvétin€). Necht’ zg je parabolicky pevny bod s ndsobnosti k + 1 (1. 7o je
k-ndsobnym korenem rovnice f(z) — z = 0). Pak v okoli zo existuje k - g pFitahujicich sméru, po kterych
orbity konverguji k zo, a stejny pocet odpuzujicich smérii, kterymi orbity bod zo opoustéji.

Parabolické body lezi vZdy na hranici Juliovy mnoZiny (zo € J(f)) a jejich vyznam je dtlezity pro
bifurkace, kdy dochazi ke slouceni nebo vzniku novych periodickych cykli.

2.2.2 Iracionalné neutralni body a Siegelovy disky

Druhym pifpadem je situace, kdy 1 = ?™@ a @ € R \ Q je iraciondlni &islo. Zde vyvstava problém

linearizace: existuje na okoli zg holomorfni zména soutadnic ¢, kterd pfevadi f na iraciondlni rotaci?

B(f(2)) = e - §(2).

Pokud takov4 linearizace existuje, bod zo je stfedem stabilni oblasti ve Fatouové mnoZing, kterou mii-
Zeme definovat nisledovné:

Definice 2.13 (Siegeltiv disk). Pokud je zobrazeni f v okoli iraciondlné neutrdlniho pevného bodu z
holomorfné konjugované s rotaci, nazyvame maximalni oblast této konjugace Siegelovym diskem. Bod
zo lezi ve Fatouové mnoziné.

O tom, zda linearizace existuje, rozhoduji aritmetické vlastnosti ¢isla a. Pokud je « ,,dostate¢né
iraciondlni* (Spatné aproximovatelné zlomky), linearizace je moZna.
Historicky prvni podminku pro existenci Siegelova disku zformuloval C. L. Siegel [22]. Tyka se tzv.

Diophantickych &isel.

Definice 2.14 (Diophantick4 podminka). Rekneme, Ze iraciondlni &islo e splituje Diophantickou pod-
minku fddu 8 (znaCime « € Dg), pokud existuje konstanta C > 0 takovd, Ze pro vSechna raciondlni Cisla

p/q plati:
2>
q q,B+1

Siegel dokézal, ze pokud « spliiuje tuto podminku, pevny bod je linearizovatelny. Pozdéji A. D.
Brjuno tuto podminku zeslabil a nalezl ptfesnéjsi kritérium zaloZené na fetézovych zlomcich. Necht
{pn/qn} je posloupnost sblizenych zlomku Cisla .
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Definice 2.15 (Brjunova podminka). Iracionalni ¢islo « spliuje Brjunovu podminku, jestlize fada

(o)

Ba) = Z In gn11

n=0 q}’l

konverguje. Cisla splitujici tuto vlastnost nazyvdme Brjunova &isla.
Tato podminka je kliCova pro moderni klasifikaci iracionalnich boda.

Véta 2.16 (Siegel-Brjuniv teorém). Pokud rotacni Cislo a spliiuje Brjunovu podminku, pak je pevny bod
20 linearizovatelny a je stredem Siegelova disku [23].

Jean-Christophe Yoccoz pozdéji dokdzal, zZe pro kvadratické polynomy je tato podminka nejen po-
stacujici, ale i nutnd. Pokud a Brjunovu podminku nespliuje, linearizace neni mozZnd a bod se stdvé tzv.
Cremerovym bodem.

2.2.3 Cremerovy body

V piedchozich kapitolach jsme klasifikovali pevné body na zakladé jejich multiplikatoru A = f’(zp).
Zbyva vyfesit hraniéni pfipad, kdy je pevny bod z iraciondlné neutralni (j4] = 1, 1 = ¢*™® ¢ e R\ Q) a
nelze jej v Zddném okol{ linearizovat.

Ackoliv se muze zdat, Ze jde o pouhou matematickou kuriozitu (v prostoru parametrd tvoii tyto
pfipady mnoZinu miry nula a jsou extrémné citlivé na perturbace), pro analyzu Juliovych mnoZin maji
zasadni vyznam. Na rozdil od Siegelovych diskil, Cremerovy body leZi pfimo v Juliové mnoZiné. Pred-
stavuji oblasti, kde selhava lokdln{ linearizace a dynamika je plné nelinedrni a chaotickd. Bez jejich
zahrnuti by naSe klasifikace dynamiky zobrazeni f, nebyla uplnd, nebot’ pravé tyto body mohou tvofit
soucast limitnich mnoZin, které se snazime vizualizovat a jejichZ dimenzi pocitame.

Otazka linearizace, tedy existence Schroderovy rovnice, zavisi na aritmetickych vlastnostech &isla a.
Pokud je a velmi dobie aproximovatelné racionalnimi ¢isly (tzv. Liouvilleovo ¢islo), objevuje se problém
malych jmenovatelli a formalni mocninné fada pro konjugaci diverguje.

Definice 2.17 (Cremeriv bod). Necht' zo je pevny bod holomorfniho zobrazeni f s multiplikatorem
A = €™ kde @ € R\ Q. Pokud f neni v ziddném okoli bodu zo holomorfn& konjugované s rotaci z — Az,
nazyvame zo Cremerovym bodem.

Na rozdil od Siegelovych disk, které predstavuji stabilni ¢asti ve Fatouovy mnoziny, je dynamika v
okoli Cremerovych bodii chaoticka.

Véta 2.18 (O pfislusnosti k Juliové mnozing€). KaZdy Cremeriiv bod leZi v Juliové mnoZiné, tj. Zcremer €

J().
Diikaz. Lze nalézt napriklad v [1] O

Diisledek této véty je zasadni pro numerickou analyzu: protozZe zg € J(f), je tento bod (a jeho okol{)
dostupny pro metodu inverzni iterace (IIM), viz v sekci 4.2, kterd aproximuje pravé Juliovu mnoZinu.
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2.2.4 Jezici

JelikoZ se v nasi praci zabyvame numerickou vizualizaci Juliovych mnoZzin, je nezbytné spravné
interpretovat utvary, které metoda inverzn{ iterace generuje. V okoli Cremerovych bodii, kde neexistuje

linearizace, vytvari dynamika specifické geometrické struktury, které mohou na prvni pohled pfipominat
Sum.

2mia

Utvar byl vygenerovian iteraci kvadratického polynomu P(z) = e*®z + z2, kde rotaéni &islo o =
(V5 —1)/2 odpovida zlatému fezu. Tmav4 oblast uprostied piedstavuje stabilni Siegeliiv disk, na kterém
je dynamika konjugovana s iraciondlni rotaci. Hranice tohoto disku je fraktdlni mnoZina s ostny, ktera
zasahuje hluboko do okolniho prostoru.

Teorie Ricarda Pérez-Marca [26] ndm vSak dav4 teoreticky rdmec k tomu, abychom tyto ,,0stny*
identifikovali jako redlné topologické vlastnosti mnoziny, nikoliv jako chyby vypoctu.

Véta 2.19 (O existenci jezka). Necht’ zg je iraciondlné neutrdlni pevny bod zobrazeni f. Pak existuje
kompaktni souvisld mnoZina K C C, nazyvand jeZek (hedgehog), kterd splriuje ndsledujici vlastnosti:

1. z0 €K,
2. K je plné invariantni, tj. f(K) = K,
3. dynamika f|k je topologicky ekvivalentni iraciondlni rotaci.
Diikaz. Lze nalézt v [26] O
Geometrie t€chto mnoZin je pro nelinearizovatelné piipady velmi specificka:

Véta 2.20 (Topologické vlastnosti jezka). Je-li zo Cremeriiv bod, pak prislusny jeZek K md ndsledujici
vilastnosti:

o Pradzdny vnitiek: int(K) = 0. MnoZina je nikde hustd.
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o Lokdlni nesouvislost: K neni lokdlné souvisld v Zddném bodé z € K \ {zo}.

Tato topologicka roztrhanost a absence vnitiku vede k tomu, Ze vizualizace téchto mnoZin pomoci
IIM by méla pfipominat systém ostnl vychdzejiciho z centrdlniho bodu, coz dalo t€émto dtvarim nazev. V
kontextu nasi prace je dulezité, Ze tyto struktury jsou soucasti Juliovy mnoziny a pfispivaji k jeji celkové
fraktalni dimenzi[26].

2.2.5 Hledani periodickych cykla

Dile se v nasi prici zaméfime na detailni lokdln{ analyzu dynamiky, konkrétné na vyhleddvéni pe-
riodickych bodi nizkych period a urCovani jejich stability. JelikoZ pro raciondlni zobrazeni nelze,s vy-
jimkou nizkych fadu a trividlnich pfipadt, nalézt periodické body analyticky, vyuZivime numericky
algoritmicky pfistup, ktery lze rozdélit do tif fazi.

1. Hledani kandidatu na periodické body

V prvni fazi hleddme mnoZinu viech bodii z € C, které jsou invariantni vi&i n-té iteraci zobrazeni Ip-
Resime tedy rovnici:
() —z=0.
ProtoZe pracujeme s racionélni lomenou funkeci stupné d = 2, vede tento problém po prevedeni na spo-
lecného jmenovatele na hledani kofentl polynomu stupné 2" + 1 (napf. pro periodu 4 se jednd o polynom
stupné 17). Pro feSeni vyuzivame numerické metody hledani kofenti v komplexnim oboru.

2. Identifikace periody a konstrukce orbit

MnoZina feSeni ziskand v pfedchozim kroku obsahuje nejen body s periodou n, ale také body s
periodou k, kde k je délitelem n, napt. pevné body jsou formalné feSenim rovnice pro libovolnou periodu.
Abychom izolovali cykly s periodou n, aplikujeme na kazdy nalezeny kofen z filtraén{ kritérium:

Vk<n: |ff@-2d>e

kde € je zvolena tolerance pro numerickou nulu. Body, které nesplni tuto podminku, z dal$i analyzy
vyfazujeme. Zbylé body nasledné seskupujeme do jednotlivych cykli. Postupujeme tak, Ze vybereme
bod, iterativné generujeme jeho trajektorii zp — z; — -+ — z,-1 — 2o a celou tuto n-tici uloZime jako
jeden objekt.

3. Vypocet nasobitele a klasifikace stability

Dalsim krokem analyzy je urCeni stability nalezenych cykli. Pro kazdou orbitu {z, ..., z,—1} poCi-
tdme jeji ndsobitel A, ktery charakterizuje chovédni zobrazeni v infinitesimalnim okoli cyklu. VyuZivdme
fetizkového pravidla, diky kterému lze derivaci sloZzeného zobrazeni vyjadrit jako soucin derivaci v jed-
notlivych bodech orbity:

n—1

A= @) = | e

j=0
Derivaci f;(z) v kazdém bodé vyCislujeme analyticky podle vztahu:

2z(1 + Ipl*)

(1-pz2)?

Na zdkladé velikosti vypocteného ndsobitele |A| pak cykly klasifikujeme do ¢tyf zdkladnich kategorif,
které determinuji lokalni dynamiku popsanych vyse.
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2.3 Numerické hledani parametru p pro dané nasobitele

V predchozich sekcich jsme popsali chovani v okoli neutrdlnich pevnych bodd, at’ uz jde o parabo-
lické body, Siegelovy disky nebo Cremerovy body. Je dileZité zdiraznit, Ze tyto jevy se v parametrickém
prostoru zobrazeni f,, nevyskytuji ndhodné.

Pokud zvolime parametr p ad-hoc (napf. p = 0,1 + 0, 1i), s pravdépodobnosti bliZici se 1 ziskdme
bud’ atraktory, nebo repelery), jelikoZ mnozina parametrd odpovidajici neutralnich bodiim ma v prostoru
parametrti miru nula. Abychom mohli studovat napiiklad Cremertiv bod s konkrétnim rotacnim Cislem,
musime prislusny parametr p cilené vypocitat.

Nasim cilem je pro zadany ndsobitel A;y,4e; nalézt takovy parametr p € C a bod zo € C, aby zo byl
pevnym bodem zobrazeni f), a jeho derivace v tomto bod€ byla rovna Asu4e;. To vede na soustavu dvou
komplexnich rovnic o dvou komplexnich nezndmych p a z:

fp(z0) =20 =0, (2.1)
f];(ZO) = Atarger = 0. (2.2)
Po dosazeni piedpisu funkce f,(z) = i;f > a jeji derivace dostdvame explicitni tvar soustavy:

pr+z—z20+p=0, 2.3)
2z0(1 + |pl») _
W - /ltarget =0. (24)

Analytické feSeni této soustavy je pro obecné A obtizné kvili provazanosti proménné p a jejiho
komplexniho sdruZeni p. Proto tlohu feSime numericky pomoci Newtonovy metody.
ProtoZe standardni fesi¢e pracuji s redlnymi vektory, prevedeme problém z prostoru C> do R*. Defi-
nujeme vektor nezndmych x:
x = [Re(p), Im(p), Re(z0), Im(z0)1".

Nisledné definujeme vektorovou funkci F : R* — R*, ktera reprezentuje redlné a imaginarni ¢asti
rovnic (2.1) a (2.2):
Re(pz) + 25— 20 + p)
Im(ng + z(z) -20+p)

= 2z0(1+[pl*)
F(x) Re (% - Atarget) :

2z0(1+[pl*)
Im ((?—Tﬁ)z - ﬁtargez)

Hleddme kofen F(x) = 0. Pro tento tcel byl implementovén algoritmus v prostfedi MATLAB. Jako
pocatecni odhad x( volime hodnoty blizké ocekdvanému feSeni, aby byla zajisténa konvergence.

Tento postup ndm umoZziuje generovat Juliovy mnoZiny s pfesné definovanymi dynamickymi vlast-
nostmi, coZ je nezbytné pro studium hrani¢nich jevi, jako jsou Cremerovy body nebo Siegelovy disky
se specifickym rotaénim ¢islem a.

Pomoci tohoto algoritmu jsme pro danou konstantu & = 1/3 nasli aproximaci parametru:

p =0,3347568430 + 0, 1385354998i a pevny bod zo = 0,2672043064 + 0, 3437919566:.

Na jeho okoli mtiizeme pozorovat dynamiku, kde vidime jednotlivé listky Leau-Fatouovy kvétiny a vek-
torové jsem zndzornil, ve kterém sméru iterace utikaji od pevného bodu, nebo do néj sméfuji.
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Dynamika na okoli pevného pro konstantu alpha = 1/3
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VyzkouSejme ddle tento algoritmus pro nalezeni parametru p pro exponent, kde za konstantu o do-
sadime Liouvilleovu konstantu:

a=L= Z 107 = 0.110001000000000000000001 . . ...
k=1

Tento ptipad by mél odpovidat cremerovu pevnému bodu. Algoritmus ndm ddva vysledek:
p =0,291266670745 +0,043187433442i s pevnym bodem v z = 0,361253129564 + 0, 243078643912i.

Avsak pri ndsledné kontrole vizualizaci na okoli pevného bodu zjist' ujeme, Ze Zadny jeZek nevznikd a
iterace se nchovaji nikterak chaoticky.
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Ovéreni dynamiky pro « ~ 0.110001
(Transientni kruznice)
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Parametr € pfedstavuje vzddlenost poc¢dte¢niho bodu orbity od pevného bodu zg. Tento vysledek je
zapricinén tim, Ze pfi implementaci Liouvilleovy konstanty nardZime na omezenf{ standardni aritmetiky
s plovouci fadovou &arkou (IEEE 754). Jiz &tvrty &len fady 107+ = 10724 je mensi neZ strojové epsilon
(~ 2,2 - 1071%), a proto se v numerickych simulacich Liouvilleovo &islo L chovi jako raciondlni &islo
0, 110001, coZ je zfejmé az piiliz velkd aproximace pro nase tcely. Zavérem tedy miizeme fict, Ze situace,
kdy se tyto body vyskytuji v Juliovych mnoZinach nastat sice miiZe, ale nelze ji na béZném pocitaci
dosdhnout.

Uvedeny numericky postup lze pfirozenym zplsobem rozsifit i na hleddni parametrti odpovidajicich
cykliim vy3si periody k > 1. V takovém piipadé nehleddime pevny bod samotného zobrazeni f,, ale
pevny bod jeho k-té iterace f;f . Soustava rovnic pro Newtonovu metodu se modifikuje ndsledovné:

fy(z0) =20 =0, 2.5)
(f3) (z0) = Ararger = 0. (2.6)

Hodnotu derivace sloZzeného zobrazeni ( f,]f)'(ZO) vycislime pomoci fetizkového pravidla jako soucin
derivaci v jednotlivych bodech orbity:

k-1

@) = [ [ fzp,  kdezjun = £z,

J=0

Je vSak nutné poznamenat, Ze s rostouci periodou k exponencialné nartista sloZitost vyrazl , coz klade
vys$s§i naroky na presnost poc¢atecniho odhadu x( pro konvergenci resice.
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2.4 Globalni vlastnosti a kritické body

vvvvvv

tvarem mnoziny. Zde se opirdme o dvé klicova tvrzeni.
Prvnim z nich je vztah Juliovy mnoZiny k repelerim. Toto tvrzeni teoreticky zdivodiuje pouziti

2
= +’Z > statisticky apro-

metody inverzni iterace 4.2, ndhodnym vybérem inverznich vétvi funkce f(p) =
ximujeme prave tyto body.

Véta 2.21 (Hustota odpuzujicich bodd). Juliova mnoZina J(f) je identickd s uzdvérem mnoZiny vsech
odpuzujicich periodickych bodii zobrazeni f.

Druhym, a pro klasifikaci stability dilezitym tvrzenim, je vztah mezi atraktory a kritickymi body.

Véta 2.22 (Fatouova véta o kritickych bodech). KaZdd bezprostiedni oblast pfitaZlivosti atraktivniho
nebo parabolického cyklu obsahuje alespori jeden kriticky bod zobrazeni f.

Diikaz. Obé tvrzeni lze nalézt v [1], nebo [13]. O

Pro naSe zobrazeni f,(z), které ma dva kritick€ body (zpravidla 0 a c0), to znamend, Ze nemusime
prohledavat celou komplexni rovinu. Staci iterovat pouze tyto dva kritické body:

e Pokud orbita kritického bodu konverguje k pevnému bodu nebo cyklu, je tento cyklus stabilni a
J(f) je souvisld (nebo mé souvislé komponenty).

e Pokud orbita kritického bodu je chaotickd nebo narazi na odpuzujici cyklus, stabilni atraktor nee-
xistuje (nebo je velmi specificky, napf. Cremeriv bod) a f,, je v dané oblasti parametrti pravdépo-
dobné hyperbolické na J(f).

Zajimavou globélni vazbu mezi v§emi pevnymi body zobrazeni poskytuje Holomorfni indexovy vzo-
rec [1].

Véta 2.23 (Holomorfni indexovy vzorec). Pro raciondlni zobrazeni f stupné d a jeho pevné body z; (pro

které f'(z;) # 1) plati:
1
S b
= 1 - f"(z))

kde scitdme pres viechny pevné body v C.

Tento vzorec ukazuje, Ze multiplikdtory nejsou nezdvislé zména stability jednoho bodu (napf. bi-
furkace z atraktivniho na odpuzujici) musi byt globdlné kompenzovana zménami u ostatnich pevnych
bodu.

2.4.1 Kritické body

Abychom mohli globalné charakterizovat dynamiku zobrazeni f, nestaci zkoumat pouze pevné body.
Zésadni roli hraji tzv. kritické body, tedy body, kde je derivace zobrazeni nulova.

Definice 2.24 (Kriticky bod). Bod ¢ € C nazyvame kritickym bodem racionalniho zobrazeni f, jestlize
plati:
f'e)=0.

MnozZinu vsech kritickych bodi zobrazeni f znac¢ime Crit(f).
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Pro analyzu dynamiky je rozhodujici chovani té€chto bodi pii iteraci. Definujeme post-kritickou mno-
zinu P(f) jako uzavér sjednoceni v§ech budoucich iteraci kritickych bodu:

P(f) = | rocrit(p).
nx1
Chovani kritickych bodi ndm umoziiuje rozdélit zobrazeni na stabilni (hyperbolickd) a nestabilni.

Definice 2.25. Raciondlni zobrazeni f se nazyva hyperbolické, jestlize post-kritickd mnoZina P(f) je
disjunktni s Juliovou mnoZinou J(f), tedy:

P(f)nJ(f) = 0.

Pozndmka 2.26. Tato abstraktni topologicka definice ma velmi prakticky disledek, ktery je Casto uvadén
jako ekvivalentni charakterizace: Zobrazeni f je hyperbolické pravé tehdy, kdyZ kazdy kriticky bod
konverguje k néjakému atraktivnimu cyklu.

2.4.2 Geometrie Blaschkeho produktu a kvazi-kruznice

Zatimco Definice 1.25 popisuje hyperbolicitu topologicky (pomoci kritickych bodi), pro nase kon-

krétni zobrazeni f, (odvozené v sekci 1.2) miizeme vyuZit siln€jSich geometrickych nastroji. Funkce f,
je totiz specidlnim pfipadem tzv. kone¢ného Blaschkeho produktu.

Definice 2.27 (Kone¢ny Blaschkeho produkt). Zobrazeni B : € — C se nazyva kone¢ny Blaschkeho
produkt stupné d > 1, jestlize ma tvar:

d
i Z— ag
B(z)=é"| | ——,
el 1-az
kde 6 € R je redlnd faze a body a; € D (pro k = 1,...,d) jsou nulové body zobrazeni lezici uvnitf

jednotkového kruhu.

Tato vlastnost ma dva zdsadni disledky, které pfimo souvisi s naslednym studiem fraktdlni dimenze
v Kapitole 2:
Uvnitf jednotkového kruhu se dynamika fidi Schwarz-Pickovym lemmatem [1].

Lemma 2.28 (Schwarz-Pickovo lemma). Necht’ f : D — D je holomorfni zobrazeni jednotkového
disku do sebe. Pak pro libovolné dva body 71,z € D plati, Ze zobrazeni nezvétsuje jejich hyperbolickou
vzddlenost:

p(f(z1), f(22)) < p(21,22).

Rovnost nastdvd prdavé tehdy, kdyz je f konformni automorfismus disku (Mobiova transformace). Ddle
pro derivaci v libovolném bodé 7 € D plati tzv. infinitezimdlni tvar lemmatu:

ro 1
(= If@F = T-RP

Pro ndmi studované zobrazeni f), stupné 2 plati, Ze pokud |p| < 1, neni automorfismem (neni prosté).
Podle Schwarz-Pickova lemmatu je tedy na D striktné kontrahujici. To implikuje, Ze pokud existuje uvnitt
disku pevny bod, musi byt nutné atraktivni (nebo superatraktivni). Veskera sloZita dynamika, kterd neni
pouhou konvergenci k tomuto bodu, je tak vytlacena na hranici, neboli na Juliovu mnoZinu
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Definice 2.29 (Poincarého hyperbolickd metrika). Na jednotkovém disku D = {z € C : |z| < 1} zavddime
hyperbolickou metriku, jejiz element délky ds je definovdn vztahem:

2
ds = G .
1 -z

Tato metrika je invariantni vii¢ci Mobiovym transformacim zachovavajicim jednotkovy kruh (automor-
fismam disku).

Pokud je zobrazeni f, hyperbolické, jeho Juliova mnozina J(f,) ma podle Falconera [10] strukturu
kvazi-kruZnice.

Definice 2.30 (Kvazi-kruznice). Jordanova kiivka J c C se nazyva kvazi-kruZnice, jestlize existuje
konstanta K > 1 takova, Ze pro kazdé dva body z1,z € J plati:

min(diam(Jy), diam(J>)) < K|z1 — 22|,
kde J1, J> jsou dva oblouky, na které body z;, z» kfivku J rozdéluji.

To znamend, Ze je sice topologicky ekvivalentni kruZnici (je to uzaviend smycka), ale je v kazdém
bode¢ tak zkrabacen4, Ze jeji Hausdorffova dimenze dimy je ostfe vétsi nez 1:

1<D<?2.

Prave tuto miru zkrabaceni budeme numericky zkoumat v nasledujici kapitole.
Predtim se jesté podivejme jak bychom numericky ovéfili, jestli je mnoZina pro dané p hyperbolicka.
Postupujeme ve tfech krocich

e Nejprve potfebujeme ziskat reprezentativni sadu bodu, které lezi presn¢ na Juliové mnoziné. K
tomu vyuZivdme metodu IIM popsanou v kapitole 4.2.

e Jakmile mame mnoZinu takto aproximovanou, provedeme v kazdém bod¢ vypocet derivace zobra-
zeni. Pravé velikost derivace |f”(z)| je tou rozhodujici veli¢inou, kterd ndm v kazdém bodé presné
kvantifikuje lokdlni expanzi.

e Nakonec nalezneme minimum ze vSech téchto vypoctenych hodnot. Hledame tedy bod, kde je
derivace nejmensi. Pokud i v tomto nejhor§im piipadé plati, Ze je velikost derivace ostie vEétSi nez
jedna, algoritmus vyhodnoti systém jako hyperbolicky.



Kapitola 3

Dimenze Juliovych mnozin

Pro rigor6zni matematicky popis a klasifikaci Juliovych mnoZin zkoumané v této praci, nestaci kla-

sické pojmy jako délka, plocha ¢i objem. Tyto tradi¢ni miry selhdvaji, protoze fraktlni objekty vykazuji
detaily na libovoln¢ malé skéle.
Jesté pred zavedenim Hausdorffovy dimenze je vhodné struéné zminit topologickou dimenzi. Pro Juliovy
mnoziny J(f,) studovanych raciondlnich zobrazent, které jsou kompaktnimi podmnozinami Riemannovy
sféry, nabyva topologickd dimenze pouze celo¢iselnych hodnot. V zdvislosti na parametru p mohou
nastat dva zdkladni topologické scénére:

e Nesouvisld mnoZina: Pokud je J(f,) tzv. Cantorova typu (zcela nesouvisld mnoZina), je jeji topo-
logickd dimenze dimy(J) = 0.

e Souvisld mnozina: Pokud je J(f,) souvisld nebo obsahuje souvislé komponenty, je jeji topologicka
dimenze dimyp(J) = 1.

Tato celocCiselnd klasifikace sice rozliSuje mezi souvislym a nesouvislym piipadem, avSak je prili§ hruba
na to, aby postihla detailni strukturu a nepravidelnost zkoumanych mnoZin. Topologickd dimenze tedy
nedokdze plné popsat skute¢nou geometrickou sloZitost, kterou tyto fraktalni objekty vykazuji.

Klicovym nastrojem pro kvantifikaci této sloZitosti je Hausdorffova dimenze (dimpy). Jeji vyznam
podtrhuje fakt, Ze samotnd definice fraktélu, jak ji zavedl Benoit Mandelbrot, je na ni piimo zaloZena:
Fraktal je mnoZina, jejiz Hausdorffova dimenze je ostie vétsi nez jeji topologicka dimenze. Zatimco
topologicka dimenze je vzdy celé Cislo (0 pro bod, 1 pro kfivku), Hausdorffova dimenze miiZe nabyvat
necelociselnych hodnot, coz presné vystihuje miru sloZitosti daného objektu.

3.1 Konstrukce Hausdorffovy dimenze

Abychom mohli definovat dimenzi, musime nejprve zavést zpusob, jak méfit velikost mnoziny v
prostoru obecné dimenze s > 0.

Definice 3.1. Necht' F' je podmnoZina metrického prostoru. Pro libovolné redlné ¢islo s > 0 a méfitko
6 > 0 uvazujme vSechna mozna spocetnd pokryti mnoziny F mnozinami {U;}, jejichZ primér nepfesahuje
6 (tj. diam(U;) < 6). s-rozmérna Hausdorffova mira H*(F) je definovéna jako limita:

(o]
H*(F) = lim inf {Z(diam Ui)f}
0—0 _
i=1
Tato definice zajist'uje, Ze pfi méfeni zohlediiujeme tu nejefektivnéj$i moznou cestu, jak mnoZinu pokryt,
a zkoumame ji pfi nekone¢ném zjemnovani méfitka.
31
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Hausdorffova dimenze je zaloZena na kritickém chovani vySe uvedené miry H*(F) v zavislosti na pa-
rametru s. Pro danou mnozinu F existuje unikatni hodnota s, v niZ se hodnota miry pfeskoci z nekonecna
na nulu.

Definice 3.2 (Hausdorffova dimenze). Hausdorffova dimenze dimy(F) je definovana jako hodnota:
dimy(F) = inf{s = 0 : H*(F) = 0} = sup{s = 0 : H*(F) = oo}

Pozndmka 3.3. Chovani Hausdorffovy miry H*(F) v zdvislosti na parametru s je schematicky zndzor-
néno na Obrazku 3.1. Zavislost je nasledujici: pro vSechna s < dimgy(F) je hodnota miry nekonecna,
zatimco pro s > dimg(F) klesa skokové na nulu. Samotnd hodnota miry presné v bod¢ dimenze sy mize
nabyvat libovolné hodnoty nula, kone¢né kladné Cislo, nebo nekonecno, coZ je pro definici dimenze
nepodstatné. Kli¢ové je poloha tohoto ,,skoku®.

H(F)
|

; H*(F) € [0, 0]

so = dimg(F)

Obrazek 3.1: Zavislost Hausdorffovy miry H*(F) na parametru s. Hodnota dimenze s¢ je kritickym
bodem, kde funkce pfechdzi z nekonecna do nuly.

Ackoliv je tato definice matematicky nejpresnéjsi a nejuniverzalnéjsi, pro praktické aplikace narazi
na zdsadni prekazku. Vypocet infima pfes v§echna moZnd pokryti je pro obecné mnoZiny zejména ty
generované numericky, jako jsou atraktory dynamickych systémil vypocetné nerealizovatelny.

Vypocet Hausdorffovy dimenze obecné obtizny, existuje vSak tiida mnozin, pro kterou lze urcit jeji
hodnotu pfesné€ a analyticky. Jednd se o mnoZiny generované systémy iterovanych funkci (IFS), které
spliiuji podminku oteviené mnoziny (viz Kapitola 4 ). Pro tyto striktné sobépodobné fraktaly, slozené z
N kopii sebe sama zmenSenych v poméru r, se Hausdorffova dimenze shoduje s tzv. dimenzi podobnostni
a je déna vztahem:

_ logN
- —logr’

Pro detailni studium topologickych vlastnosti téchto mnoZin a rigorézni dikazy vztahl mezi témito
dimenzemi odkazujeme na monografii[27].
Typickymi predstaviteli, u kterych zndme pfesnou hodnotu dimenze, jsou:

e Cantorovo diskontinuum:

Konstrukce za¢ind jednotkovou udseckou [0, 1]. V prvnim kroku odstranime prostfedni otevieny
interval (1/3,2/3). Zbydou nam dvé tsecky , kazda o délce jedné tfetiny ptivodni délky (r = 1/3).
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Tento proces se rekurzivné opakuje pro kazdou zbylou ¢ast do nekone¢na. Vyslednd dimenze je

log 2
D= °g3 ~ 0, 6309.

~ log

¢ Sierpinského trojihelnik:

Jako iniciator slouzi plny rovnostranny trojihelnik. V kazdé iteraci spojime stredy stran a odstra-
nime vznikly centraln{ trojdhelnik. Piivodn{ dtvar je tak nahrazen tfemi kopiemi, které maji polo-
viéni délku strany (r = 1/2). Tento postup opakujeme pro nové vzniklé trojiheliky do nekonec¢na.

Jeho dimenze je

D log3

= ~ 1,5850.
log?2

e Kochova vloc¢ka (resp. krivka):

Kftivka vznika nad dseckou, kterou rozd€lime na tfi stejné dily. Prostfedni dil nasledné odstranime
a nahradime jej dvéma stranami rovnostranného trojihelniku (stfiSkou). Pivodni tsecka je tak
nahrazena 4 tseckami, pricemz kazda ma tfetinovou délku (r = 1/3). Tento postup opakujeme pro

nové vznilkou dsecku do nekonecna. Dimenze je tedy

vvvvvv

rickém smyslu a jednoduchy analyticky vzorec pro jejich dimenzi neexistuje.

Presnou hodnotu Hausdorffovy dimenze J. zndme pouze pro trividlni pfipady, napiiklad pro ¢ = 0,
kdy je Juliovou mnoZinou kruZnice (dimyg = 1), nebo pro ¢ = -2, kdy je to dsecka (dimy = 1). Pro
obecné parametry ¢ se musime spoléhat na odhady a numerické simulace. Vyznamnym teoretickym
vysledkem vsak je zjisténi, Ze dimy = 2 pro Juliovy mnoZiny pro parametry c leZici na hranici Mandel-
brotovy mnoZiny, vice naleznete v [24].

V praxi vyuzivdme aproximacéni metody, které nahrazuji slozité hledani optimalniho pokryti jedno-
dussimi algoritmy, napiiklad pokrytim fixni mfiZkou. Nasledujici sekce se proto vénuji metodim box-
Counting, korelaéni dimenzi a spektru Rényiho dimenzi, které ndm umoZziuji Hausdorffovu dimenzi
efektivné odhadnout z namérenych dat.

3.2 Numerické odhady dimenze
Otéazkou je jaké vlastnosti by méla dimenze spliiovat. Bylo by vhodné, aby spliiovala stejné vlastnosti
jako ma Hausdorffova dimenze. Tedy:

Monotonicita: Pokud E C F, pak
dimy E < dimg F.

Stabilita:
dimy(E U F) = max(dimy E, dimg F).

Spocetna stabilita:

dimH

Fi) = Sup dimH F;.

1<i<co

i=1
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Geometricka invariance:
dimy f(F) = dimg F,

pokud je f transformace prostoru R”, naptiklad posunuti, rotace, podobnost nebo afinita.
Lipschitzovska invariance:
dimy f(F) = dimg F,

pokud je f Lipschitzovska transformace.
Spocetné mnoziny:
dimg F =0,

pokud je F konecnd nebo spocetnd mnoZina.
Oteviené mnoZziny: Pokud je F oteviend podmnoZina R”, pak

dimy F = n.
Hladké variety: Pokud je F hladka m-rozmérnd varieta (napiiklad kifivka nebo plocha), pak

dimy F = m.

vv_ 2

Vsechny definice dimenze jsou monotdnni, vétSina z nich je stabilni, ale nékteré bézné definice ne-
spliiuji spocetnou stabilitu a mohou pfifazovat spocetnym mnoZindm kladnou dimenzi. VSechny obvyklé
dimenze jsou Lipschitzovsky invariantni, a tedy i geometricky invariantni.

Vlastnosti otevienych mnoZin a hladkych variet zajist'uji, Ze definice dimenze je roz§ifenim klasické
definice. Je tfeba poznamenat, Ze rizné definice dimenze mohou poskytovat odliSné informace o tom,
které mnoZiny jsou Lipschitzovsky ekvivalentni.

Zékladnim prvkem vétSiny definic dimenze je myS$lenka méfeni v méfitku 6. Pro kazdé 6 méfime
mnoZinu takovym zplsobem, ktery ignoruje nepravidelnosti mensi neZ 4, a sledujeme, jak se tato méfen{
chovaji, kdyz 6 — 0.

Napiiklad, pokud F je rovinna kfivka, naSe méfeni Ms(F) muze predstavovat poCet kroku, které je
potieba udélat dvojici kruzitkovych ramen s rozte¢i ¢, abychom kfivku F prosli.

Dimenze mnozZiny F je pak ur¢ena mocninovym vztahem (pokud existuje), kterym se 1idi Ms(F) pfri
0 — 0. Pokud plat{

Ms(F) ~cé ",

Pro jisté konstanty ¢ a s, mizeme fici, Ze F ma tzv. dimenzi rovnu s, pfiCemzZ c lze chdpat jako ,,s-
rozmérnou délku* mnoziny F.
Vezmeme-li logaritmy, dostaneme

log Ms(F) ~ logc — slogo,
ve smyslu, Ze rozdil obou stran m4 limitu nula pro § — 0. Odtud plyne

. log M5(F)
s =lim ———.
-0 —logd

Tyto vztahy jsou velmi uZiteCné pro vypocetni nebo experimentdlni dcely, protoZe hodnotu s lze
odhadnout jako zdporny smérnicovy koeficient grafu log Ms(F) proti log 6 v vhodném rozsahu 6. Samo-
zfejmé, v redlnych fyzikdlnich jevech miiZeme pracovat pouze s kone¢nym rozsahem d, teorie a experi-
ment se zacinaji rozchazet dfive, neZ dosdhneme atomarniho méfitka.



KAPITOLA 3. DIMENZE JULIOVYCH MNOZIN 35

3.3 Box-Counting (Mrizkova) dimenze

Box-counting dimenze (v ¢estiné také znama jako m#iZkovd dimenze) patii mezi nejpouzivanéjsi typy
dimenzi. Jeji popularita vychazi pfedevsim z pomé&rné jednoduchého matematického vypoctu a snadného
empirického odhadu.

Definice 3.4. Necht' F Cc R" je neprazdna omezend mnozina. Oznacme Ns(F) nejmensi poCet mnoZin s
primérem nejvyse o, které pokryvaji F.
Pak dolni a horni mfizkova dimenze mnoZiny F jsou definovany jako

log Ns(F — log Ns(F
D F = liminf Og—(S(), DoF = lim sup Og—d().
= -0 —logo s-0 —logo
Pokud se obé hodnoty rovnaji, jejich spolecna hodnota se nazyva m#izkovd dimenze a znaci se

DyF.

Misto standardniho oznaceni dimppyx, nebo dimpg, budeme pouZivat Dy, abychom byli v souladu s
oznacenim pro Rényiho dimenze, coz je pouze zobecnéni této dimenze.

Definice sahd nejméné do 30. let 20. stolet{ a v priibéhu ¢asu byla oznaovana rtiznymi nazvy, jako
napiiklad: Kolmogorovova entropie, entropickd dimenze, kapacitni dimenze (tento termin je vhodné se
vyhnout kvili moZnym asociacim s potencidlovou teorii), metrickd dimenze, logaritmickd hustota.

Je dilezZité porozumét vztahu mezi box-counting dimenzi a Hausdorffovou dimenzi. Pokud 1ze mno-
Zinu F pokryt Ns(F) mnoZinami o priméru 6, pak ze vzorce v minulé kapitole plati

H(F) ~ N5(F) 6"

Jestlize
1< HYF)= (lsir%Hg(F),
pak
log Ns(F) + slogd >0

pro dostate¢n€ mald ¢. Z toho vyplyva

log N5(F)
T 60 —logo

’

atedy
dimyg F' < DyF.

Obecné vSak zde nedostdvdme rovnost. Ackoli Hausdorffova a mfiZkova dimenze jsou si rovny pro
mnoho ,,dostate¢né pravidelnych* mnozZin, existuje fada piikladd, kdy je tato nerovnost strikini, 1ze nalézt
v [10].

Ns(F) ~ 6%

pro mald ¢, kde s = Dy F. Pfesnéji feceno, plati

Ns(F)6* — oo pokud s < DyF,

Ns(F)6* — 0 pokud s > DyF.



KAPITOLA 3. DIMENZE JULIOVYCH MNOZIN 36

Dile plati
Ns(F)&* = inf {Z &° : {U;} je (konetné) o-pokryti F} ,
i
coZ je tfeba porovnat s
H(F) = inf {Z |U;|* : {U;} je 6-pokryti F},
i

které se objevuje v definicich Hausdorffovy miry a dimenze.

P1i vypoctu Hausdorffovy dimenze pfifazujeme rtiznym pokryvajicim mnozindm U; vahy |U;|*, za-
timco pro mfizkovou dimenzi pouZivame pro kazdou pokryvajici mnozinu stejnou vahu §°.

Mrizkova dimenze tedy miZe byt chipana jako mira efektivity, s jakou lze mnoZinu pokryt malymi
mnozinami stejné velikosti, zatimco Hausdorffova dimenze pracuje s pokrytimi pomoci mnoZzin malych,
ale pfipadné velmi rdznorodych velikosti.

Véta 3.5. Necht’ F C R" je neprdzdnd mnoZina a mnoZiny pro pokryti F jsou definovdny jako m¥iZka
takto:
(m16, (my + 1)6) X - - X (myd, (my, + 1)6),

Ny

kde my,...,my, jsou celd Cisla a 6 je krok mriZky. Ni(F) je pocet krychli, které protinaji mnoZinu F. Pak
miizkové dimenze pocitané pomoci N;(F) a Ns(F) z definice 11 jsou si rovny.

Diikaz. Diikaz spocivd v nalezeni nerovnosti, které seviou hodnotu N (F) z obou stran pomoci Ns(F).

Yv

e Doln{ odhad:Krychle z miizZky maji hranu délky 6. V n-rozmérném prostoru je primér takové

krychle roven ¢ v/n (dhlopficka)Tyto krychle tvoii pokryti mnoZiny F. ProtoZe Nj va(F) je defino-
vano jako nejmensi pocet mnozin o priiméru § y/n nutnych k pokryti, musi platit:

Ns u(F) < Ng(F).
Kdyz tuto nerovnost zlogaritmujeme a vydélime — log(S v/n), dostaneme pro limitu § — 0:

log Ni(F
DyF < liminf g—‘s().
650 —logd

e Horni odhad:Nyn{ uvazujme libovolnou mnoZinu z optimalniho pokryti, kterd ma primér §. Tato
mnoZzina miZe protnout jen omezeny pocet krychli nasi mfizky o hrané 6. V R” je tento pocCet ma-
ximdlné 3" (napiiklad ve 2D Ctverec o strané ¢ zasdhne maximalné do 9 okolnich Ctverct miizky,
pokud lezi na jejich priniku). Proto pocet miizkovych krychli nemiZe byt vétsi nez 3"-ndsobek
optimalniho po¢tu mnoZzin:

N;(F) < 3"Ns(F).

Zlogaritmovanim dostaneme:
log N3(F) < log 3" + log Ns(F).

log 3" . c s 70 -
= 5 konverguje k nule a zmizi. Zistane opatnd nerovnost:

Pii déleni vyrazem —log 6 Clen —3 .

log N3 (F
DoF > lim sup g—(;()'
0—0 - IOg 6

Z platnosti obou nerovnosti plyne, Ze limity se rovnaji a definice jsou ekvivalentni.
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Véta 3.6. Horni a dolni miiZkovd dimenze mnoZiny F C R" jsou ddny jako

log N*(F) — log N;*(F)
D,F = liminf g—‘s, DoF = lim sup g—é,
- 6-0  —logd 520 —logo
a samotnd myizkovd dimenze je ddna jako
log N*(F
DyF = lim g—‘s()
-0 —logd

(pokud limita existuje), kde N§*(F) je jedno z ndsledujicich:
1. nejmensi pocet uzavienych kouli s polomérem 6, které pokryvaji F,
2. nejmensi pocet krychli se stranou 6, které pokryvaji F,
3. pocet krychli z miiZky se stranou O, které protinaji F,
4. nejmensi pocet mnoZin s priumérem maximdliné 6, které pokryvaji F,
5. nejvétsi pocet disjunktnich kouli s polomérem 6, které maji stied v F.

Z uvedené ekvivalence plyne, Ze hodnota miizkové dimenze nezavisi na volbé tvaru pokryvacich

mnoZin. Diky tomu se v numerickych aplikacich standardné vyuzivad vypocetné nejefektivnéjsi piistup,
tedy pokryti pomoci pravidelné ctvercové sité.
Véta 3.7. Necht’ F C R" je neprdzdnd mnoZina. Pak plati

dimy F < DyF < DyF.

Diikaz. Predpoklddejme, Ze mame pokryti mnoZiny F pomoci Ns(F) mnoZin, které maji primér maxi-
méln€ 6.Z definice Hausdorffovy miry H;(F) plyne:

HE(F) < N5(F)8".

Pokud zvolime s mensi nezZ je Hausdorffova dimenze, nebo presnéji, pokud predpokladame, ze Hausdor-
ffova mira H*(F) je kladnd, naptiklad vétsi nez 1, pak pro dostate¢né malé § plati:

1 < H(F) = H(F) < Ns(F)5".

Zlogaritmovanim nerovnosti 1 < Ns(F)o® dostaneme:

0 <log Ns(F) + slogo

—slogd < log Ns(F).
Vydélenim kladnym vyrazem — log ¢ (protoZe ¢ je malé, log ¢ je zdporny, takZe —log ¢ je kladné):
log Ns(F)
5 < ——.
—logé
KdyZ provedeme limitni pfechod pro ¢ — 0, dostaneme:
s < DyF.

Protoze to plati pro libovolné s blizici se k dimy F, musi platit:

dimy F < DyF.

Zavér: Hausdorffova dimenze je vZdy mensi nebo rovna dolni mfizkové dimenzi. O
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Véta 3.8. Pro mrizkovou dimenzi plati:
1. hladkd plocha F dimenze m v R" md m¥iZkovou dimenzi rovnu m,
2. Dya 50 Jjsou monotonni,
3. l_)O(E UF)= maX{l_)oE , BOF }; toto neplati obecné pro D,,
4. Dya Dy jsou invariantni vii¢i bi-lipschitzovské transformaci.

3.3.1 Numericky vypocet mrizkové dimenze

2z vz Yov

Zatimco v teoretické €asti byla mfiZkova dimenze definovdna pomoci limitniho pfechodu € — O,
v numerické praxi narazime na omezeni dand kone¢nym poctem bodi a kone¢nou piesnosti. Vypocet
dimenze se tak redukuje na statistickou analyzu dat ziskanych postupnym pokryvanim mnoZiny miiz-
kami rizné jemnosti. Tato kapitola popisuje pouZity algoritmus, volbu parametrd a metodu vyhodnoceni

vysledki.
Vstupem algoritmu je aproximace Juliovy mnoZiny J(f,), reprezentovand jako kone¢nd mnoZina
bodu S = {p1, p2,...,pn} C C (vice viz kapitola 4.2). Algoritmus sleduje, jak se mén{ pocet obsazenych

bunék mfizky v zavislosti na jejim zjemiovani.
Algoritmus probiha v nasledujicih krocich:

1. Nejprve uréime ohranicujici prostor, ve kterém se mnoZina nachazi. Pro pfipad Riemannovy sféry

je to krychle [-1, 1]°. Nasledné zvolime posloupnost méfitek {e}, kterd klesa geometrickou fadou
(napt. €+ = €/9,kde 6 > 1).

vy s vrv

2. Pro kazdé zvolené méfitko e rozdélime prostor na miizku bunék o hrané e. Neni efektivni v paméti
vytvéret celou mfizku; misto toho pro kazdy bod p; = (x;,y;,z;) vypocteme celociselné indexy
buiiky, do které spada:

idxy = |xi/€], idx, =lyi/€l, idx;=|zi/e€l.

3. Mnozinu vSech indexti projdeme a zjistime pocet unikatnich trojic. Tento pocet odpovidd hodnoté
N(e), tedy minimalnimu poctu boxi velikosti € potfebnych k pokryti mnoZziny.

4. Proces opakujeme pro vSechna €, od velikosti srovnatelné s celou mnozinou az po velikost blizici
se primérné vzdélenosti mezi sousednimi body.

5. Ziskané dvojice hodnot (e, N(€)) vyneseme do grafu, kde na ose x je In(1/€) a na ose y je In N(e).
Podle teoretického predpokladu N(e) ~ e P0 odekdvame linedrni zavislost:

1
InN(e) =~ Dy - ln(—) + C.
€

Smérnice této pfimky odpovidd hledané dimenzi Dy.

V redlné numerické simulaci v§ak data nikdy neleZi na dokonalé piimce v celém rozsahu. Graf ma
typicky tvar pismene ,,S* se dvéma limitnimi oblastmi: Pro velka e sta¢i k pokryti celé mnoZiny jen maly
pocet boxd. V extrému, kdy € je vétsi nez primér mnoziny, je N(e) = 1. V této oblasti graf stagnuje a

v s

smérnice se bliZi nule. Tato data nenesou informaci o fraktalni struktufe.
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Pokud je e prili§ malé, boxy se stdvaji men$imi neZ mezery mezi vygenerovanymi body. VétSina
boxu pak obsahuje pouze jeden izolovany bod. V této fizi pocet boxu neroste s jemnosti miizky, ale
ustdli se na celkovém poctu vygenerovanych bodli N. Smérnice v této oblasti klesd k nule

Mezi témito extrémy se nachazi oblast, kde plati mocninny zdkon. Pravé v tomto intervalu musime
provést linedrni regresi pro ziskdni smérnice.

Presnost metody je pfimo imérna poc¢tu bodd N, které tvoii aproximaci mnoziny. U Juliovych mno-
Zin, jejichZ dimenze je mezi 1 a 2, rostou naroky na pocet bodl exponencidlné. S omezenym poctem
bodd se oblast s prili§ malym méfitkem posouvd doleva a zkracuje se vyuzitelna Skdlovaci oblast. To
miZe vést k podhodnoceni dimenze.

Standardni algoritmus vyuZziva fixni polohu miizky. Muze se stat, Ze body leZici t€sné u sebe spadnou
do dvou sousednich boxul jen proto, Ze mezi nimi prochdzi hranice miizky. To uméle navySuje N(e).
Ackoliv tento efekt asymptoticky pro € — 0 mizi, u hrubsich mfiZzek miiZe zpisobovat oscilace v log-log
grafu. V literatufe se nékdy tento problém fesi primérovanim pres vice posunuti miizky, nicméné pro
dostatec¢né velky soubor dat je tento vliv zanedbatelny oproti chybé regrese.

Specifikem nasi prace je analyza na Riemannové sféfe. Pouziti standardniho 2D Box-countingu na
stereografickou projekci mnoZiny v roviné by vnaSelo systematickou chybu. Body v blizkosti ,,neko-
necna‘“ (p6lu projekce) jsou v roviné rozprostieny do velkych vzdélenosti, ackoliv na sféfe jsou si blizké.
Proto byl implementovan 3D Box-counting, ktery pokryva povrch sféry krychlovymi voxely. Tento pii-
stup je invariantni viici rotaci sféry a zajist'uje, Ze vSechny ¢4sti Juliovy mnoziny (vetné téch jdoucich do
nekonecna) maji ve vypoctu stejnou vahu. Vyslednd dimenze tak 1épe reflektuje globélni geometrickou
sloZitost invariantni mnoZiny.

Dal$i moznosti vypoctu této dimenze spolu s modifikacemi jejtho vypoctu, je popsdno napiiklad v

vvvvvv

jako je Mandelbrotova mnoZina.

3.4 Korelacni dimenze

Korelacni dimenze je jednou z nejbéznéji pouzivanych metod pro odhad fraktilni dimenze atraktoru
z experimentélnich dat. Byla zavedena Grassbergerem a Procacciou v roce 1983 [33] a je zaloZena na
takzvaném korela¢nim integralu.

Definice 3.9. Necht' F = {xi}fi ; € R™ je konecnd mnoZina bodl. Pak Korelacni integrdl je definovan
jako:

2
C(r)=——= ) O —Ilxi— xjl,
N(N - 1) Z} L
kde ® je Heavisidova funkce, tj. ®(u) = 1 pro u > 0 a ®(x) = 0 jinak.

Tento integral udava pravdépodobnost, Ze dva ndhodné vybrané body z mnozZiny F leZi ve vzdalenosti
mensi nez r.

Definice 3.10. Pro mala r plati mocninova zavislost
C(r) o< rP,

pak exponent D se nazyva korelacni dimenze mnoZiny F, zna¢ime D, (F) a je definovédn vztahem

log C
Dy(F) = lim log C(r)
—0 logr
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Piimé uréeni dimenze z korelacniho integrdlu podle rovnice definice je velmi neefektivni,protoze
konvergence pro r — 0 je logaritmicky pomald. Lepsiho vysledku lze dosdhnout uréenim lokdlniho
sklonu, definovaného jako

dlog C(N,r) r dC(N,r)
D(r) := =
) dlogr _ C(N,r) dr

V alternativni formé 1ze dimenzi ziskat jako

log C(N.
Dy(F) = lim lim ~28EW-D).
r—-0N—>ooo IOg r

V experimentech se hodnota D(r) typicky ziskdva linedrni regresi tiseku grafu log C(N, r) vici log r,
kde plati pfiblizn€ linedrni vztah. Sklon této pfimky poskytuje odhad korelacni dimenze.

Druhou moZnosti je piimku aproximovat pomoci dvou bodi na kfivce:

_ logC(N7 r2) - IOgC(N, 7"1)
B logr, —logry '

(r)

YV 2

Implementace této druhé metody vSak vyzaduje volbu dvou meéfitek délky, ry a rp. VEtSi z nich je
omezeno velikosti atraktoru, mensi je limitovano nejkratsi vzajemnou vzdalenosti mezi body.

Piimy rozdil v rovnici vSak nevyuziva pln€ vSech informaci, které jsou obsazeny v C(N, r) pro hod-
noty mezi r; a rp. Pro vyuziti v§ech dostupnych dat 1ze pouZit metodu nejmensich ¢tverct k fitovan{
smérnice, ale i tento pristup ma sva tskali.

Nevazené metody nejmensich ¢tverct nejsou vhodné, protoZe odhady C(N, r) jsou obvykle mnohem
presnéjsi pro veétsi r neZ pro mensi r. VaZzené metody mohou tuto nerovnomérnost ¢aste¢né kompenzovat,
ale stale zustava problém, Ze sousedni hodnoty C(N, r) nejsou nezavislé. Protoze C(N, r + Ar) se rovna
C(N, r) zvétsenému o zlomek vzdalenosti mezi r a r + Ar, je chybou pfedpokladat, ze C(N, r + Ar) je na
C(N, r) nezavislé.

Odhad dimenze tedy zdvisi i na tom, jak je C(N,r) vzorkovédno, zda v logaritmickych intervalech
(r = 0.001, 0.01, 0.1,...) nebo v rovhomérnych (r = 0.001, 0.002, 0.003,...). Navic chyba, kterou
pfirozené poskytuje metoda nejmensich Ctvercli, ma jen malou vypovidaci hodnotu o skutecné chybé
odhadu dimenze.

Vzhledem k omezenim metody nejmensich Ctvercii vyvinul Takens postup, ktery dokaze konzis-
tentné zahrnout informace z celého rozsahu vzdalenosti. Vice v [43].

Algoritmus korela¢ni dimenze Grassberger—Procaccia je jednoduchy na implementaci, protoZe vyZa-
duje pouze vypocet vzdalenosti mezi body a urceni podilu téch, které jsou mensi nez r. Nicméné odhad z
konecnych dat je zatiZzen fadou praktickych problémii: omezenou velikosti vzorku, efekty okrajd, Sumem
a pomalou konvergenci.

3.5 Rényiho dimenze

V predchozich kapitolach jsme definovali zdkladn{ fraktdlni dimenze, jako je Hausdorffova dimenze
a Box-counting dimenze. Pro komplexni dynamické systémy, jakymi jsou Juliovy mnoZiny J(f,) stu-
dované v této préci, vSak jedna hodnota dimenze Casto nestaci k pInému popisu jejich struktury. Tyto
mnoZziny vykazuji vlastnosti tzv. multifraktald, kde je hustota pravdépodobnosti bodl rozloZena nerov-
nomérné. Pro adekvétni popis téchto struktur zavddime v této kapitole pokrocilé metody: spektrum zo-
becnénych Rényiho dimenzi.
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Zobecnéné dimenze, poprvé zavedené v kontextu teorie informace Alfrédem Rényim [34] a pozdéji
aplikované na chaotické atraktory Hentschelem a Procacciou [35], poskytuji komplexni pohled na geo-
metrii fraktdlu. Zatimco Box-counting dimenze pouze pocitd, zda je burika mfiZzky obsazena, Rényiho
dimenze zohlednuji i to, jak husté je obsazena.

Definice 3.11 (Zobecnénd Rényiho dimenze). Necht' F je omezend podmnoZina R" pokrytd mfizkou
s velikosti buniky €. Necht’ p;(€) oznacuje pravdépodobnostni miru (nebo normalizovanou Cetnost bodit)
i-t€ bufiky mfizky. Definujme parti¢ni funkci Z,(€) fddu g € R vztahem:

Zy(e) = ) (pilo),

kde sc¢itdme pfes vSechny buiiky s nenulovou pravdépodobnosti. Zobecnénd Rényiho dimenze D, je pak
definovana jako limita:
3 1 logZ,(e)

e—0 g — 1 10g €
pro g # 1. Pro singuldrni piipad ¢ = 1 je dimenze definovdna limitnim pfechodem g — 1, coZ odpovida
informac¢ni dimenzi.

Pozndmka 3.12. V praxi, pfi analyze konecného souboru N bodi, aproximujeme pravdépodobnost p;
jako p; ~ % kde N; je pocet bodu v i-té buiice.
Parametr ¢ funguje jako vahovy faktor, ktery ndim umoziuje zkoumat riizné ¢asti mnoZiny:

o g = 0: Dy je klasickd Box-counting dimenze. VSechny neprdzdné buiiky maji stejnou véhu (p? =

1).

e g =2: D, je korela¢ni dimenze.

YV

e g — oo: Dimenze Do, je dominovéna burikami s nejvyssi hustotou bodd.

~~~~~

Pro monofraktaly plati D, = Dy pro vSechna g. Pro multifraktaly, je D, klesajici funkci g, tj. Dy < Dy
prog > ¢'.

3.6 Dalsi moznosti vypoctu

Zatimco geometrické dimenze, jako je Hausdorffova dimenze nebo spektrum Rényiho dimenzi, po-
pisuji statickou, prostorovou slozitost fraktdlni mnoziny, pro pochopeni chovani dynamického systému
je klicové kvantifikovat, jak fraktalni struktura ovliviiuje pohyblivé procesy.

Pro popis dynamickych vlastnosti fraktdlnich mnoZin, jako je Sifeni castic nebo pravdépodobnost
navratu do pocatku, zavadime dynamické dimenze. Tyto veli¢iny vychazeji z modelu ndhodné prochazky

na daném grafu fraktilni mnoZiny.

3.6.1 Dimenze nahodné prochazky

Dimenze ndhodné prochédzky (anglicky walk dimension) kvantifikuje rychlost §ifen{ ¢astice po frak-
talni mnoZiné.
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Definice 3.13 (Walk dimension). Necht' R, = ||X; — Xo|| oznacuje euklidovskou vzdalenost castice od
jejtho pocatecniho bodu X v Case r. Walk dimenze D, je definovana pomoci asymptotického chovani
druhého momentu této vzdalenosti (stfedni kvadratické vzdéalenosti) pro t — oo:

my(t) = E[R?] ~ C - t*/Pw,
kde E[-] znadi stfedni hodnotu a C € R™ je kladnd konstanta.

Pro standardni difuzi v euklidovském prostoru plati D, = 2, kdy stfedni kvadratickd vzdalenost roste
linearné s ¢asem (Browniv pohyb). U fraktdlnich Juliovych mnoZin Castice Casto uvizne ve ,,slepych
ulickdch* a musi pfekondvat sloZité vétveni. To zpomaluje $ifeni, coZ vede k sub-difuzi, pro kterou plati
D, > 2. Numericky odhad D, ziskavdme simulaci ndhodné prochazky na diskretizované mnozin¢ a
ndslednou linedrni regresi v logaritmickém grafu, kde smérnice ddvé exponent . Vys§i hodnota D,, pfimo

vy s

koreluje s vy$§i mirou neprichodnosti a sloZitosti fraktdln{ site.

3.6.2 Spektralni dimenze (D)

Spektralni dimenze se definuje v kontextu ndhodné prochdzky (difuze) po fraktdlnim objektu. Vyu-
Ziva se model asymptotické pravdépodobnosti ndvratu ¢astice do poc¢atecniho bodu pg; v Case .

Definice 3.14 (Spektralni dimenze). Spektrdlni dimenze D; je definovana asymptotickym chovanim
pravdépodobnosti py, Ze se ndhodna prochédzka v Case ¢ vrati zpét do svého vychoziho bodu:

PO,t = prob(Rt = 0) ~ A . t_Ds/z’

kde R; je euklidovska vzddlenost Céstice od pocdtku v Case r a A € R* je konstanta

s s

Tato definice odrdZi omezenou konektivitu fraktilni struktury. Pro prakticky odhad spektrdlni di-
menze se tento vztah Casto linearizuje pomoci logaritmické transformace:

D
Inpo, ~InA - 751nt.

Tento linearizovany model je pak zdkladem pro numerické odhady, napfiklad pomoci metody nejmensich
Ctverct.

Zatimco pro d-rozmérny euklidovsky prostor plati D = 2, pro fraktaly je obvykle D < 2. Hodnota
D; < 2 indikuje, Ze Castice je "uvéznéna"v lokdlnim okoli startu, protoZe sniZzend spojitost fraktalni
sité¢ zpisobuje, Ze se $ifi efektivné pomaleji. To vede k vysSi pravdépodobnosti navratu neZ ve volném
prostoru. Spektralni dimenze je tak citlivd na pomér objemu a spojitosti fraktalu.

3.6.3 Propojeni dimenzi: Alexander-Orbachova domnénka

Mezi dynamickymi dimenzemi (D, D) a fraktdlni dimenzi existuje vyznamny vztah, v literatuie
znamy jako Alexander-Orbachova domnénka:

DS ~ 2d1mH
D,

Je dilezité poznamenat, Ze tato rovnost neni univerzalné platna pro vSechny typy fraktalnich mnoZin.
Jeji platnost byla rigor6zné dokdzédna pro specifické tiidy fraktalt (napf. stromy a nékteré finitné vétvené
fraktély), zatimco u jinych struktur mohou nastat odchylky.
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I pfes toto omezeni ndm tento vztah v rdmci numerické analyzy poskytuje cennou moznost neza-
vislého ovéfeni vysledki. UmoZziiuje nam porovnat, zda dimy aproximovana napiiklad metodou Box-
counting koresponduje s dynamickymi exponenty (D,,, Dy) ziskanymi ze simulace ndhodné prochdzky.
Shoda naméfenych hodnot by pak s timto vztahem tak zvySuje divéryhodnost nasich numerickych od-
hadd, zatimco vyrazné odchylky mohou poukazovat na specifické topologické vlastnosti zkoumané Juli-
ovy mnoZziny, pro které tato aproximace selhava.

3.6.4 Vypocet dynamickych dimenzi

Pred samotnym méfenim nagenerujeme data pomoci IIM algoritmu popsaném v kapitole 4.2. Algo-
ritmus nejprve vygeneruje mnoZinu bodl a promitne ji na Riemannovu sféru, aby se eliminovaly okrajové
efekty neomezenych mnoZin. Nad t€mito body je ndsledné sestaven graf sousednosti pomoci metody k-
nejblizsich sousedi, kde k = 6. Tim vznika sit’, kterd definuje moZné cesty pro ndhodné chodce.

Vypocet dimenze nahodné prochazky D,,:

Vypocet dimenze ndhodné prochiazky se zamétuje na rychlost, s jakou se castice vzdaluji od pocétku.
Algoritmus simuluje pohyb souboru nezavislych chodcti, ktefi v kazdém kroku prejdou do ndhodné
vybraného sousedniho uzlu. V kazdém casovém kroku ¢ se pro kazdého chodce vypocitd eukleidovska
vzdalenost od jeho startovniho bodu. Zprimérovanim druhych mocnin té€chto vzdélenosti pies vSechny
chodce ziskdme stfedni kvadratickou vychylku:

MSD(t) = (|X; — Xo/»).

Teoreticky model predpoklddd vztah MSD(t) ~ */Pv. Pro ziskdni exponentu se data transformuji do
logaritmickych soufadnic In¢ vs. InMSD. Na transformovanych datech je provedena linedrni regrese.
Klic¢ové je, Ze fitovani probihd pouze na kratkém casovém udseku . Tento limit je nutny, protoZe na pro-
storové omezené mnozin€ dochazi pro velké Casy k saturaci — chodci narazi na konec mnoZiny a MSD
pfestane rtst. Smérnice pifmky a pak urCuje dimenzi vztahem D, = 2/a.

Vypocet Spektralni dimenze D: Zatimco D, méfi expanzi, spektrdlni dimenze se pocitd analyzou
navratd ndhodné prochazky. Simulace probiha na stejném grafu, ale sleduje se jind statisticka veli¢ina. V
kazdém casovém kroku algoritmus kontroluje, zda se aktudlni index vrcholu chodce shoduje s indexem
jeho startovniho vrcholu. Podil chodct, ktefi se v Case # nachazeji zpét v pocatku, definuje pravdépodob-
nost ndvratu Po,. Vychdzime z asymptotického vztahu:

PO,t ~ t_DS/Z.

Data jsou opét vynesena v logaritmickém grafu In¢ vs. In Py, kde o¢ekdvame klesajici linedrni zavislost.
Linedrni regresi se proloZi data v definovaném intervalu. Ziskand smérnice S slouzi k vypoctu spektraln{
dimenze podle vzorce Dy = —2 - 8. Tato metoda je méné citliva na okrajové podminky sféry nez MSD,
proto Ize pro fitovani pouZit i delsi €asovy tdsek. Méfenim téchto dimenzi pro redlné piipady se zabyva
napfiiklad prace [44].

3.7 Bowenova dimenze

Zatimco geometrické metody jako Box-counting zkoumaji mnoZinu jako staticky objekt, Bowenova
metoda vyuZzivd informaci o dynamice zobrazeni. Vychazi z myslenky, Ze fraktalni dimenze hyperbolické
Juliovy mnoZiny je pfimo svédzdna s tim, jak zobrazeni v priméru roztahuje prostor.

Tento pfistup, zndmy jako termodynamicky formalismus, zavedl Rufus Bowen v [37]. Kli¢ovou ve-
li¢inou zde neni pocCet boxu, ale tzv. tlakovd funkce, ktera sCitd vazené prispévky derivaci na orbitach.
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Definice 3.15 (Topologicky tlak). Necht f : J(f) — J(f) je hyperbolické raciondlni zobrazeni. Pro
redlny parametr ¢ € R definujeme tlakovou funkci P(¢) jako limitu:

1
P(r) = ,}Lrgo - log Z,(1),

kde Z,(¢) je tzv. particni suma pres n-t€ vzory libovolného bodu zg € J(f):

Zan= Y 1Y@l

wef(z0)

V této sumé s¢itdme pies vSechny vétve inverzniho zobrazeni hloubky n. Vyraz |(f") (w)|™" funguje
jako véha: ¢im vice zobrazeni v bodé w expanduje (ma vétsi derivaci), tim mensi je jeho pfispévek do
souctu . Parametr ¢ zde hraje roli testovactho exponentu.Chovani funkce P(f) je monoténné klesajici. Pro
mald ¢ suma diverguje (tlak je kladny), pro velkd ¢ suma rychle konverguje k nule (tlak je zdporny).

Zasadni vysledek, ktery spojuje tento dynamicky tlak s geometrii mnoZiny, formuluje nasledujic{
véta.

Véta 3.16 (Boweniv vzorec). Necht’ f je hyperbolické raciondlini zobrazeni. Potom Hausdorffova di-
menze dimy jeho Juliovy mnoZiny J(f) je jedinym redlnym resenim rovnice:

P(dimg) = 0.

Princip dikazu: Cely dikaz je pomérné dost technicky a vyuZzivd pokrocilé metody variacniho
poctu a teorie miry, na ktery nemame prostor, vice l1ze nalézt napiiklad v [38]. MySlenka stoji na nalezeni
specidlni pravdépodobnostni miry, ktera vidi fraktalni strukturu mnoZiny nejlépe. Dikaz 1ze rozdélit do
tif kroku:

1. UvaZujme potencidl ¢,(z) = —tlog|f’(z)|. Podle Varia¢niho principu plati pro topologicky tlak P(z)
vztah:
P(t) = sup (h/l(f) - tf10g Ll dﬂ),

HEM
kde My je prostor vSech f-invariantnich pravdépodobnostnich mér a £,(f) je metrickd entropie.
Vyraz y, = f log |f’| du ptredstavuje Lyapunoviv exponent miry u. Rovnici 1ze tedy prepsat jako
hledani rovnovéhy:

P(1) = Sup(hﬂ(f) - tX/l)'

u

2. JelikoZ je zobrazeni f na Juliové mnoZiné€ J(f) expanzivni, autofi dokazuji, Ze pro kazdé ¢ existuje
unikatni mira y; (nazvand Gibbsova mira nebo rovnovazny stav), kterd toto supremum realizuje.
Tedy:

P(1) = hy () = .

Tato mira mé kliCovou geometrickou vlastnost (Gibbs property). Pro malou kouli B(x, r) o polo-

méru r plati odhad jeji miry:

pu(Bx, 1) ~ r' -0,

kde n souvisi s ¢asem navratu do okoli bodu.

3. Nyni hleddme takové 1y, pro které je P(fg) = 0. Pokud P(#y) = 0, pak exponencidlni ¢len v odhadu
miry zmizi (¢° = 1) a dostdvame vztah:

Hiy(B(x, 1)) = .
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Tento vztah fikd, Ze mira y,, Skdluje pfesné jako r°.Z Mass Distribution Principle v geometrické
teorii miry plyne:Pokud na mnoZiné J existuje mira, pro kterou u(B(r)) = r%, pak Hausdorffova
dimenze této mnoZiny je rovna d. Tim je dokazdno, Ze hodnota fy, kterd nuluje tlak, je pfesné
Hausdorffova dimenze Juliovy mnoZiny:

dimg(J(f)) =190 & P(t) =0.

4. Unikatnost feSeni:Funkce P(¢) je ostie klesajici (protoze log|f’| > 0) a konvexni. Proto existuje
pravé jedno takové 1y, kde graf protne nulu.

Tento vysledek, v literatufe casto oznaovany jako Bowen-Ruelleova véta, ndm umoZiuje pievést pro-
blém vypoctu dimenze na hleddni kofene funkce. Misto geometrického pokryvani mnoZiny mfiZkou
hleddme takovou hodnotu ¢, pro kterou je systém v termodynamické rovnovaze — tedy kdy parti¢ni suma
Z,(t) asymptoticky neroste ani neklesa. Platnost vySe uvedeného Bowenova vzorce je podminéna tim,
Ze zobrazeni f je na Juliové mnoZiné hyperbolické. To znamend, Ze existuji konstanty C > 0 a A4 > 1
takové, Ze pro derivaci n-té iterace plati |[(f")'(z)] = CA" pro vSechna z € J(f). Tuto podminku jsme v
nasem algoritmu explicitné ovérovali (viz sekce 2.4.2).

Vyznamnou vlastnosti termodynamického pfistupu je rychlost, s jakou numerické odhady konver-
guji ke skute¢né dimenzi. Zatimco u geometrickych metod je konvergence ¢asto pomald a zatizena vel-
kou chybou danou diskretizaci, v pfipadé¢ Bowenovy metody pro hyperbolické systémy je konvergence
exponencialni.

Oznacime-li D, aproximaci dimenze ziskanou z parti¢ni sumy hloubky # (j. feSeni rovnice P,(D,,) =
0), pak pro chybu odhadu plati asymptoticky vztah [28]:

|D, —dimpy | < K",

kde K je konstanta a 0 < 6 < 1. Diky této vlastnosti jsme schopni i pfi relativné malém mnoZstvi
zkoumanych bodu dosdhnout presnosti na nékolik desetinnych mist, coZ je geometrickymi metodami
vypocetné nerealizovatelné.

3.7.1 Vypocet dimenze

Na zdkladé teoretického rdmce Bowen-Ruelleovy véty byl implementovan numericky algoritmus,
ktery urcuje Hausdorffovu dimenzi invariantni mnoZiny skrze hledani kofene tlakové funkce. Vypocetni
postup lze rozdélit do tif navazujicich fazi: verifikace hyperbolicity, konstrukce stromu inverznich vzort
a vycisleni nulového bodu tlaku.

Faze 1: Numerické ovéreni hyperbolicity

Pred zahdjenim samotného vypoctu dimenze algoritmus ovéiuje nutnou podminku platnosti Bowenova
vzorce — hyperbolicity na Juliové mnoZiné. Tento krok vyuZiva statisticky pfistup. Pomoci metody né-
hodné inverzni iterace je vygenerovan reprezentativni vzorek boda S = {zy,...,zny} € J(f), ktery apro-
ximuje Juliovu mnoZinu. Algoritmus nésledné v kazdém bodé€ vzorku vycisli derivaci |f’(z;)| a hleda
globdlni minimum expanze:

Amin = min |f/(z)|
zeS

Pokud plati A,,;; > 1 (s nastavenou toleranci, napt. 1,01), je systém povaZovan za striktné rozpinavy a
vypocet pokracuje.
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Faze 2: Konstrukce stromu a parti¢nich sum

Jadrem algoritmu je vypocet posloupnosti parti¢nich sum Z,(¢) pro sadu testovacich hodnot parame-
tru ¢. JelikoZ pracujeme s kvadratickym zobrazenim, kazd4 iterace inverzniho zobrazeni f~'(z) generuje
prave dva vzory. Struktura predchicki bodu tak tvofi binarni strom. Algoritmus prochdzi tento strom do
hloubky N (v praxi N = 12 az 16, pocet bodii ndm roste jako 2V). Pro kazdy uzel stromu w v hloubce n
pocitdme kumulativni derivaci podél cesty od korfene (startovactho bodu zg). Diky fetizkovému pravidlu
plati:

n—1
MY @) =] 1wl
k=0
Tato hodnota vstupuje do partiéni sumy s vdhou —¢. Pro numerickou stabilitu je vypocet provddén v
logaritmické Skale, kdy s¢itdme logaritmy derivaci.

Faze 3: Hledani korene tlakové funkce

Vysledkem predchozi faze je sada hodnot tlaku P,(f) =~ ﬁlog Z,(t) pro diskrétni fadu hodnot ¢ €
(1, 2). Algoritmus vyuZiva linedrni interpolaci mezi vypoctenymi hodnotami k nalezeni takového Dpoyens
pro které plati:

P(Dpowen) = 0.

Presnost vysledku je odhadovéna z analyzy konvergence posloupnosti odhadi pro rtizné hloubky stromu
(n,n —1,...). Pokud posloupnost vykazuje oscilace nebo pomalou konvergenci, indikuje to blizkost
fazového prechodu nebo naruseni hyperbolicity.



Kapitola 4

Vizualizace Juliovych mnozin

4.1 Escape time algorithm

Prvni vizualiza¢ni pfistup vychdzi pfimo z definice Juliovych mnoZin a je zaloZen na numerickém
testovani stability orbit v diskretizované oblasti. Na rozdil od inverzni iterace, kterd generuje body né-
hodné, tento deterministicky algoritmus zkoumad prostor systematicky bod po bodu. Postup I1ze shrnout
do nasledujicich krokui:

1. Diskretizace oblasti:Zvolime obdélnikovou oblast v komplexni rovin€ ohrani¢enou redlnymi a
imagindrnimi mezemi Suin»> Smax) X Umins Umax)- Tuto oblast pokryjeme mfiZkou o rozmérech mxn
bodl. Parametry m a n uréuji rozliSeni vysledné vizualizace.

2. Vypocet orbit: Pro kazdy bod mfiZky z;; vygenerujeme posloupnost iteraci { f k(z; j)}le, kde K je
maximaln{ pocet krokd.

3. Testovaci kritérium: Pro kazdy bod rozhodujeme o jeho pfislusnosti k Juliové mnoZin€ na zakladé
chovéni jeho orbity viici zvolené hodnoté L:

e Pokud |f°*(z)| < L pro viechna k < K, povaZujeme bod za stabilni a klasifikujeme jej jako
kandidata na bod vypliiené Juliovy mnoZiny .

e Pokud existuje k < K takové, Ze |f°*(z)] > L, bod unikl z vymezené oblasti a patii do
Fatouovy mnoZiny.

4. Projekce na sféru: Body jsou nasledné z komplexni roviny transformovany na Riemannovu sféru
pomoci inverzni stereografické projekce. Tento krok umoziiuje korektné zobrazit globdlni strukturu
mnoziny bez zkreslent, které vznikd u metod v roviné v oblastech daleko od pocatku.

Pozndmka 4.1. 1. Hodnota tnikového poloméru L a rozsah obdélniku zdvisi na konkrétnim typu
zkoumané funkce. Napiiklad pro kvadratické polynomy ¢.(z) = z>+c se Casto volf hranice [-2,2] a
L = max(|c|, 2), coZ vychazi z teoretického odhadu, Ze po pfekroceni této meze jde orbita nutné do
nekonecna [10]. Pro naSe raciondlni zobrazeni f,, volime parametry s ohledem na polohu atraktord.

2. Tento algoritmus je univerzalni a Ize jej pouZit pro libovolnou holomorfni funkci.

3. Pro vizuélné bohatsi vystup Ize body ve Fatouové mnozin€ obarvit podle rychlosti tniku (tj. podle
iterace k, ve které doslo k prekroceni meze L). Tim ziskdme tzv. Escape Time Plot, ktery zobrazuje
urovnice potencidlu v okoli Juliovy mnoZiny.

47
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Parametry vizualizace

_ 24p
(@) = 152

Parametr p : p =tan(t) - €*
Hodnoty: t=0,8 s5=0,5
Mez konvergence: L=2

RozliSeni mrizky: 10000 x 10000 bodu
Rozsah: (-=3,3) x(-3,3)
Pocet iteraci: N=170

4.1.1 Modifikace algoritmu

Plivodni mfizkova metoda v komplexni roving€ nardZi na limity pfi vizualizaci globalni struktury Juli-
ovych mnoZin. Vzhledem k tomu, Ze planarni miizka je vZdy omezena kone¢nym obdélnikem, pii zpétné
projekci na sféru nutné chybi informace o chovani funkce v okoli severniho pélu koule (nekonec¢na).
Vysledny obraz by tak postradal vrchlik odpovidajici vn€jsku tohoto obdélniku. Abychom zajistili rov-
nomérné pokryti celé Riemannovy sféry, modifikujeme algoritmus tak, Ze diskretizujeme piimo povrch

stéry a iterace provadime nésledovné:

1. Diskretizace sféry (Sféricka mrizka):Namisto kartézské miizky definujeme sit’ bod pfimo na
jednotkové sféte S pomoci sférickych soufadnic:
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e azimutdlni dhel ¢ € (0, 2x),

e polérni thel 6 € (0, 7).

Vytvoiime mfizku dvojic (6;, ¢;), kterd pokryva cely povrch. Pro rovnomérnéjsi rozloZeni bodi
(aby nedochazelo k prehusténi u pdli) 1ze volit krok v 8 nelinedrné, nebo vyuzit déleni stén vepsa-
ného mnohosténu.

2. Projekce do vypocetni roviny: Kazdy bod sféry se souradnicemi (6;, ;) pievedeme do komplexni
roviny C pomoci stereografické projekce. Odpovidajici pocatecni bod zg ziskdme vztahem:

0i\ o
20 = cot(—)e“”f.
0 2
Timto krokem zajistime, Ze testujeme i body s libovolné blizké nekonecnu, které by v omeze-
ném obdélniku chybély. (Pozndmka: Pro 86 — 0, tj. severni pol, nastavujeme numericky zo jako

s wo

"inf"nebo dostatecné velké cislo).

3. Iterace: S takto ziskanym bodem z¢ provedeme standardni iteraci zz+1 = f(zx). Klasifikace bodu
probiha analogicky:

e Bod (6;, ;) na sféfe obarvime jako prvek Juliovy mnoZiny, pokud jeho orbita v roviné ziistdvd
omezena.
e V opacném piipadé bod ndleZi do Fatouovy mnoZiny.
4. Vizualizace: Vysledkem je piimo sféra. Odpada nutnost zpétné 3D transformac bodd, nebot’ barvu

prifazujeme pifimo soufadnicim povrchu koule. Pro porovnani vygenerujeme mnoZinu pro stejnou
konstantu p s nasledujicimi parametry
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Parametry vizualizace

_ 24p
fp(z) = 12

Parametr p :
Rozliseni sféry:
Mez konvergence:
Pocet iteraci:

p = tan(0, 8) - *
49 - 10°

L=2

N =70

Pri srovnani vysledkii obou pristupti je patrny zdsadni rozdil v oblasti severniho pdlu (bodu neko-
necna). Zatimco standardni metoda aplikovand na omezeny obdélnik v roviné vede po projekci nutné ke
vzniku prazdného vrchliku na sféfe odpovidajiciho vnéjSku vypocletni oblasti, algoritmus pfimé sférické
iterace pokryva plochu zcela rovnomérné. vyménou za tuto Gplnost je v§ak nartst vypocetniho Casu. Ten
je zptisoben nutnosti provadét nelinedrni transformaci soufadnic v kazdém jednotlivém kroku smycky.
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4.2 Inverzni iteracni metoda (IIM)

Nasledujici algoritmus, vychazejici z redlného piipadu Chaos game, kterym jsem se zabyval v [36],
predstavuje v kontextu této prace kliCovy numericky néastroj. Nejednd se pouze o prostiedek k vizudln{
prezentaci vysledkd, ale o primdrni generator dat, ktery ndm umozZiuje diskrétné aproximovat Juliovu
mnozinu s vysokou presnosti. Pravé mnoziny bodt vygenerované timto algoritmem slouZ{ jako vstup pro
nasledné kvantitativni analyzym jako vySetfovani okoli pevnych bodi, nebo numerické odhady Hausdor-
ffovy dimenze vySe popsanymi algoritmy.

4.2.1 Matematicky princip metody inverzni iterace

Algoritmus metody inverzni iterace, ktery vyuzivame pro vizualizaci na sféfe, ale stoji na teorii
iterovanych systému funkci (IFS). Ackoliv byla tato teorie piivodné vyuZivana pro redlné fraktély, jako
Barnsleyho kapradina, jeji aplikace v komplexni dynamice na Riemannové sféfe je zcela analogicka. Pro
potieby nasi prace, kde zkoumame globélni strukturu mnoZin, budeme za nd$ metricky prostor povazovat
Riemannovu sféru € vybavenou chordalni metrikou y.

Definice 4.2 (Systém iterovanych funkci). Necht' (S, p) je Uplny metricky prostor (v nasem piipadé
s=Ca o = x). Kone¢nou mnoZinu kontrahujicich zobrazeni {w;,w,...,w,}, kde n > 2, nazveme
systémem iterovanych funkci (IFS). Kompaktni mnozinu K C S nazveme invariantni mnoZinou (nebo
atraktorem) tohoto systému, pokud plati:

K= U wi(K).
i=1

Jako ilustrativni priklad IFS uved me Sierpifiského trojihelnik, ktery jsme zminovali v pfedchozich
¢astech price. Tento fraktdl je generovédn souborem tfi afinnich kontrakei Jako konkrétni piiklad IFS
uved’'me Sierpifiského trojihelnik, ktery je v této praci definovan systémem tfi afinnich zobrazeni ve
tvaru:

f,(x) =Ajx+b;.

Linedrnf{ ¢ast transformace je pro vSechna i = 1,2, 3 shodn4 a je urcena diagondlni matici
0,5 0
Ai = ( 0 o 5) '
Jednotlivé vektory posunuti jsou pak dany jako

0 0,5 ({0
= (o) 2= (5) e o)

Pomoci téchto funkci dokdZeme modelovat tvar této mnoZiny. Modeovéni téchto redlnych mnoZin jsem
se vénoval ve své bakalarské praci [36], nebo lze pouZit [27].
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Obrézek 4.1: Sierpifiského trojihelnik modelovany pomoci IFS metodou chaos game

V kontextu nasi prace hraji roli zobrazeni w; pravé jednotlivé vétve inverzniho zobrazeni f; !, Protoze
fp Je stupné 2, nas IFS se sklddd ze dvou funkei (n = 2). Invariance Juliovy mnoZiny J(f) vaci f; !
. J(fp) = [, LJ( fp))) je presné vlastnosti popisovanou v definici vySe. Abychom pochopili, jak se
algoritmus k této mnoZin¢ bliZi, musime zavést metriku na prostoru mnozin.

Definice 4.3 (Hausdorffova metrika). Bud’ (S, p) metricky prostor. Ozna¢me H(S) prostor vSech ne-
prazdnych kompaktnich podmnozin S. Pro dvé mnoZiny A, B € H(S) definujeme Hausdor{fovu metriku
jako:

pH(A, B) = max {supp(a, B), sup p(b, A)} ,
acA beB

kde p(x,Y) = inf ey p(x, y) je vzdilenost bodu od mnoZiny. Prostor (H(S), py) nazyvame Hausdorfiiv
nadprostor.

Ditivod, pro¢ metoda Chaos game funguje a pro¢ vygenerované body vykresli Juliovu mnozZinu, shr-
nuje nésledujici véta (Hutchinson, 1981):

Véta 4.4 (O existenci atraktoru). Bud’ (S, p) dplny metricky prostor a {wy, ..., w,} systém kontrahujicich
zobrazeni. Pak existuje jedind neprdzdnd kompaktni mnoZina K € H(S) (atraktor IFS), kterd je invari-
antni vii¢i systému, tji. K = |Jw;(K). Navic, pro libovolnou pocdtecni kompakini mnoZinu Ay € H(S)
konverguje posloupnost mnozin definovand predpisem A,y = U, wi(Ay) k atraktoru K v Hausdorffové
metrice:

]}LTOPH(Ak, K) = 0.

Aplikace na racionalni zobrazeni na sfére

Zatimco pro polynomy v roviné f.(z) = z> + ¢ jsou inverzni vétve wy»(z) = ++/Z — ¢ globlnimi

vvvvvv

je vsak vzdy repelerem pro doptedné iterace, a tedy atraktorem pro inverznf iterace. Algoritmus pro nase
Z+p
1-pz?

zobrazeni f,(z) = tedy definujeme takto:

1. IFS: Systém tvoii dvé vétve inverzniho zobrazeni:

- -
wy(z) = ”HZT wz(z)=—w/1+;-
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2. Vizualizace: Vysledné body z, nejsou vykreslovany do roviny, ale jsou v kazdém kroku mapovany
na sféru §2. Tim ziskdvame korektni obraz invariantni mnoZiny, ktera je v pfipadé raciondlnich

vvvvvv

dtvarem v rovine.

Samotny vypocetni proces vizualizace Juliovy mnoziny metodou inverzni iterace Ize rozdélit do Ctyr
navazujicich f4zi

1. Inicializace a volba parametru:Na pocétku zvolime komplexni parametr p definujici zkoumané
zobrazeni f,. Déle nastavime parametry simulace:

e N: celkovy pocet bodii, které chceme vygenerovat (typicky 103 az 107).

e zo: pocatecni bod iterace. Vzhledem k tomu, Ze Juliova mnoZina je globdlnim atraktorem pro
f~1, miiZe byt zo zvoleno libovolné v C (napf. zo = 0), s vyjimkou piipadnych superatrak-
tivnich pevnych bodi (jako tfeba O pro konstantu p = 0), avSak pravdépodobnost, Ze se u
néjaké jiné dvojice zg a p trefime do takového je nulova.

2. Odvozeni inverzniho kroku: V kadém kroku algoritmu hledame vzor aktudlniho bodu z;. Re-
Sime tedy rovnici f,(w) = zx:

w>+p
— = Z-
1 — pu?
Po algebraické tipravé ziskdvame vyjadieni pro w’:
2 _ Zk—P
1+ Zkﬁ

Tato kvadratickd rovnice mad v komplexnim oboru dvé feSeni, kterd odpovidaji dvéma vétvim in-

verzni funkce:
Ik —
wip ==* —P_
1+zp

3. Generovani bodu: Nisleduje hlavni smy¢ka o délce N. V kazdém kroku:

(a) V kazdém kroku iterace uvaZujeme systém iterovanych funkci (IFS) sloZeny ze dvou inverz-

nich vétvi:
- 2P __ |z=p
wy(z) = e wa(z) = T+

(b) generujeme ndhodnou proménnou r € (0, 1).

(c) Na zédkladé hodnoty r vybereme jednu z funkci naSeho systému a aplikujeme ji na aktudlni
bod z;. S pravdépodobnosti P(w;) = P(w;) = 0, 5 tedy nastavime:

wi(zx) pror<0,5,
Tk+1 = .
wy(zxg) pror>0,5.

(d) Vysledny bod zj+1, uloZime do paméti pro naslednou projekci.

4. Projekce na Riemannovu sféru: Vystupem piedchoziho kroku je mnozina bodi v komplexni
roving. Pro findlni vizualizaci, ktera zahrnuje i okoli nekonecna, pfevedeme kazdy bod z = x + iy
na soufadnice [X, Y, Z] na jednotkové sféfe pomoci inverzni stereografické projekce:

_ 2Re(2) _ 2Im(z) -1
I N L R M
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Vysledkem algoritmu je soubor 3D soufadnic, ktery reprezentuje diskrétni aproximaci Juliovy mnoZiny
invariantni vic¢i zadané raciondlni funkci. Opét pro srovndni pouZijeme tento algoritmus pro generevani
stejné mnoZiny jako v pfedchozich pfipadech.

Parametry vizualizace

_ Z+p
fp(z) = 1922

Parametr p : p = tan(r) - *
Hodnoty: t=0,8 s5=0,5
Pocet iteraci n=10%

Pocatecni bod: z20=0




Kapitola 5

Analyza Juliovych mnozin

V této kapitole aplikujeme predstavené numerické metody na studium dynamickych systému de-
finovaného raciondlnim zobrazenim f,. Cilem nésledujici analyzy je ziskat konkrétni charakteristiky
zkoumanych mnozin v zdvislosti na parametru p. Zaméfime se primarné na nalezeni a klasifikaci peri-
odickych orbit a numerickou aproximaci Hausdorffovy dimenze pomoci metod box-counting, korelacni
dimenze, spektralni dimenze, dimenze ndhodné prochazky a bowenovy dimenze.

Zacnéme s testovacim piikladem pro fy(z) = lf—zzz Tvar piislusné Juliovy mnoZiny je kruznice se
sttedem v pocdtku a polomérem 1. Z definice topologické i Hausdorffovy dimenze plyne, Ze pro hladké
kfivky je jejich dimenze rovna jedné. Pokud nase numerické algoritmy funguji spravng, mély by pro
tento pripad vratit hodnotu bliZici se 1. Jakdkoliv vyraznd odchylka by indikovala chybu v implementaci
nebo nastaveni parametri.

Obrazek 5.1: Juliova mnoZina funkce f), pro parametr p = 0 a poCtu iteraci 107
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Konfigurace IIM a analyza lokalni dynamiky

1. Parametry vizualizace (Chaos Game):

z4 = —0,3090 + 0,9511i

Zobrazeni: p=0
Pocet iteraci: N =107
Pocatecni bod: z0=1
2. Detekované invariantni cykly (do »n = 4):
Perioda Souradnice bodu (zg) Ndsobitel (1) Stabilita

1 z1=0 [ =0 superatraktivni
=1 1] =2 odpuzujici

2 z1 = —0,5+ 0, 866i B o
22 = 0.5 — 0, 866i [ =4 odpuzujici

3 za = —0,901i + 0, 4339i
zp = 0,6235 - 0,7818i [ =8 odpuzujici
z. = —0,2225 - 0,9749i

3 z1 = —0,901i — 0,4339i
22 =0,6235+0,7818i 1] =8 odpuzujici
zz = —0,2225 + 0,9749i

4 za = —0,9781 + 0,2079i
zp = 0,9135 — 0,4067i = 16 odpuzujici
z. = 0,6091 —0,7431i B
zqg = —0,1045 — 0,9945i

4 z1 = —0,9781 - 0,2079i
72 =0,9135 + 0,4067: al = 16 odpuzujici
z3 = 0,6691 + 0,7431i h
z4 = —0, 1045 + 0,9945i

4 z1 = —0,8090 + 0, 5878i
22 =0,3090 - 0,9511i ] = 16 odpuzujici
zz = —0,8090 — 0, 5878i B
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Souhrnné vysledky a parametry analyzy dimenzi

Parametr systému: p = 0

Namérené hodnoty

Box-counting dimenze: Dy ~ 1,0393

Korelac¢ni dimenze: D, ~ 1,0134

Bowenova dimenze: Dg,yen = 1

Dimenze nahodné prochazky: d,, ~ [1,97]

Spektralni dimenze: d; ~ [0, 99]

Alexander-Orbachova domnénka: Dy ~ 0,975

Nastaveni algoritmi
e Box-counting (Dg):
— Rozsah velikosti boxu: € € (2,0,002)
e Korelac¢ni (D,):
— Rozsah poloméri: r € (2,1073)
e Bowenova (Dpg,yen):

— Metoda: Hledani kotene tlakové funkce P(¢) = 0
— Hloubka rekurze / Pocet preimagi: k = [14]

e Nahodna prochazka (D,,) a Spektralni (D;):

— Pocet chodcu : W = 2000
— Maximadlni ¢as (kroky): Tpar = 500

Cilem kalibra¢ni faze bylo ovéfit pfesnost implementovanych algoritmi na objektu se znamou topo-
logii. Naméfené hodnoty vykazuji vysokou shodu s teorii. Odchylka v fadu jednotek procent je zpiso-

vev s

bena diskrétni povahou miizky a kone¢nym po¢tem bodu vzorku. Pfesnéjsi vysledek u korela¢ni dimenze
potvrzuje jeji vySsi robustnost vici diskretizacnim chybam. Namétfena dimenze prochazky D, ~ 1,97
se blizi teoretické hodnoté 2, 0. Spektrdlni dimenze D =~ 0,99 odpovida teoretické hodnoté 1. Vysle-
dek Dpoyen = 1 je v naprosté shodé s analytickym pfedpokladem. Alexander-Orbachova relace, odhad
Hausdorffovy dimenze odvozeny z dynamickych exponentt, je rovnéZ v tésné blizkosti ocekavané hod-
noty 1.

Ziskané vysledky potvrzuji, Ze pouZzité numerické metody i nastaveni parametri jsou korektni a
schopné spravné kvantifikovat vlastnosti zkoumané mnoZziny. Drobné numerické odchylky jsou v ramci

ocekavani. Pro dokumentaci pribéhu kalibrace jsou niZe priloZeny grafické vystupy jednotlivych metod,
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zobrazujici zavislosti, ze kterych byly vyse uvedené hodnoty dimenzi odvozeny pomoci linedrni regrese.

Box-Counting Dimenze na sfére: D0 ~ 1.0393

7 T T T T T T

6.5

551

451

In(N(e))

351

Walk Dimenze dW =1.97

10 ‘ ‘
5105¢F 1
]
=3
(=]

o
10 F 1
10° 10° 102
log(t)

Tlakova funkce P(t) pro p=0.00+0.00i
r T T T T

Odhad D(n)

Korelacni dimenze na sfére: D, ~ 1.0134

In(C(r))

| |
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In(r) [tétivova vzdalenost]

Spektralni Dimenze ds =0.99
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5.1 Hyperbolické pripady

59

Po ovéreni metodiky na trividlnim pfipade kruZnice pristoupime k analyze netrividln{ fraktalni struk-
tury definované parametrem p = 0,15 + 0,31i. Jak je patrné z vizualizace na Obrdzku niZe, Juliova
mnoZina v tomto pripadé€ tvofi souvislou uzavienou smycku, topologicky ekvivalentni kruznici, avsak s

nekonec¢né Clenitym okrajem (kvazikruZnici).

7. dynamického hlediska se jednd o hyperbolické zobrazeni. Tato vlastnost, zajist'uje strukturalni
stabilitu systému. Absence parabolickych bodi a kritickych bodii na hranici ndim umoZiiuje oCekavat
vhodé vysledky numerickych metod pro odhad fraktalni dimenze, kterd by v tomto pripadé méla ostie

pfesahovat hodnotu 1.

Distribuce |f'(z)| na Juliové mnoziné

[ Distribuce
= = Threshold = 1.01]| |

—l-—-—‘———————————————————

15 2 25 3
IF@@)

Im(z)

1.5

05

-0.5

| LS
g

-1.5

|f'(z)] na J(f) - min =1.022

‘e

.

-1 -0.5 0 0.5 1
Re(z)

Obrazek vlevo zndzoriiuje hodnoty derivace funkce f,, na Juliové mnoZiné, je ziejmé Ze tyto hod-
noty jsou odraZeny od kritické hodnoty 1, a tedy zobrazeni je hyperbolické. Obrazek vpravo zobrazuje
rozmisténi zkoumanych bod, které jsou obarveny podle hodnoty derivace.

32

28

26

24

2.2
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Konfigurace IIM a analyza lokalni dynamiky

1. Parametry vizualizace (Chaos Game):

Parametr systému: p =0,1500 + 0, 3100i
Pocet iteraci: N =107
Pocatecni bod: 70 =1 (mimo J(f,))

2. Detekované invariantni cykly (do »n = 4):
Per. Souradnice bodu (z) Ndsobitel (|A|) Stabilita

1 -2,1436-2,8093; 0,6074 Atraktivni
0,0310 + 0,3283i 0,7227 Atraktivni
0,8478 —0,1328; 1,9323 Odpuzujici

—0,6462 + 1,2234i
—0,5153 - 0,7998i

—1,3447 +0,3102i

3 1,0613-1,2180i 4,8895 Odpuzujici
~0,2884 — 1, 1835i
~0,5371 - 0,2570i

30,4430 +0,6513i 5,2778 Odpuzujici
~0,2725 +0,9871i

—-1,1828 + 0,6921i
0,3528 — 1,1058i

3,4449 Odpuzujici

. 11,7557 Odpuzujici
~0,6058 — 0,4305i
0,3810 + 1,0355i
~1,0283 + 0,0562i
1,2645=0,2742i | 50 Odpuzujici

1,0955 — 1,0289i
-0,0857 — 1, 1395
-0,5717 + 0,0543i

1 1976i
4 0,5105 + 0, 9761- 5.9384 Odpuzujici
0,4342 + 0, 5476i

-0, 0646 + 0, 8957i
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Obrazek 5.3: Juliova mnoZina odpovidajici zobrazeni f,, pro p = 0,15 + 0, 31i a pocet iteraci 107
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Souhrnné vysledky a parametry analyzy dimenzi

Parametr systému: p = 0,15 + 0,31

Namérené hodnoty

Box-counting dimenze: Dy ~ 1, 1687

Korelac¢ni dimenze: D, ~ 1, 1593

Bowenova dimenze: Dg,,en = 1, 1721

Dimenze nahodné prochazky: d, ~ 3,111

Spektralni dimenze: d; ~ 0, 659

Alexander-Orbachova domnénka: Dy ~ 1,0250

Nastaveni algoritmi
e Box-counting (Dg):
— Rozsah velikosti boxu: € € (2,0,00002)
e Korelac¢ni (D,):
— Rozsah poloméri: r € (2,1073)
e Bowenova (Dpg,yen):

— Metoda: Hledani kotene tlakové funkce P(¢) = 0
— Chyba: +0, 0045
— Hloubka rekurze / Pocet preimagi: k = 16

e Nahodna prochazka (D,,) a Spektralni (D;):

— Pocet chodcu (Walkers): W = 4000
— Maximalni ¢as (kroky): Tqr = 600

Namérené hodnoty potvrzuji fraktalni charakter mnoZiny. Box-counting dimenze je ve shodé€ s boweno-
vou dimenzi s chybou mensi neZ 3 %. To dokazuje, Ze algoritmus spravné zachytil zvrasnéni kvazi-
kruZnice. Korela¢ni dimenze spliiuje teoretickou nerovnost D, < Dy. Simulace ndhodné prochazky od-
halila vyrazné zpomaleni difuzniho procesu, coZ je typické pro fraktalni struktury. Céstice na Clenité
Juliové mnoziné zasekavaji v lokdlnich zdhybech a jejich stiedni kvadratickd vychylka roste pomalu
((r?y ~ 1¥/311) Nizka spektralni dimenze znadi, Ze ndhodny chodec ma vysokou tendenci vracet se do
vychoziho bodu. Odchylka Alexander-Orbachovy domnénky pomoci vztahu Dy ~ D¢D,,/2 je niZ8i nez
skute¢nd dimenze. Tato diskrepance je u Juliovych mnoZin ocekdvanym jevem.
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Box-Counting Dimenze na sféfe: D ~ 1.1687 Korelaéni dimenze na sféfe: D, ~ 1.1593
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Pro demonstraci zdvislosti dimenze na volbé parametru p byla provedena série kontrolnich méteni
pro sadu obecnych komplexnich ¢isel. Aby byla zaru¢ena prima porovnatelnost s predchozimi vysledky,
bylo u vSech experimentd zachovano identické nastaveni numerickych algoritmt (rozliSeni mfizky pro
box-counting, pocet bodu IIM i konvergencni kritéria) jako v piipadé p = 0, 15 + 0, 31i. Cilem této kom-
parace je ilustrovat, jak rizné kombinace redlné a imaginarni slozky parametru ovliviiuji geometrickou
slozitost vysledné mnoziny.

Tabulka 5.1: Srovnani riznych typi dimenzi pro vybrané parametry p € C. Tabulka ukazuje vztah mezi
geometrickymi dimenzemi , dynamickym odhadem a Bowenovym odhadem dimenze.

Parametr p Box-count. Korelacni Alex.-Orb. Bowenova

0,10 0,9605 1,0143 0,8532 1,0141
0,20 1,0210 1,0622 0, 8855 1,0865
0,23 1,0702 1,0856 1,7547 1,1043
0,10i 0,9716 1,0159 0, 8645 1,0148
0,20i 1,0204 1,0504 0, 8385 1,0572
0,3i 1,1035 1,1247 1,0087 1,1344

0,10+0,1: 0,9965 1,0332 0,7794 1,0293
0,10+ 0,2i 1,0454 1,0748 0,7749 1,0744
0,10+ 0, 3i 1,1282 1,1348 0, 8605 1,1555
0,10+ 0,33i 1,1473 1,1691 0,9092 1,1668
0,20+ 0, 10i 1,0578 1,0763 0,9170 1,0933
0,20+ 0, 20i 1,1101 1,1034 0,9303 1,1281
0,20 +0,29i 1,1858 1,1638 0,9930 1,2189

Pozndmka: Alex.-Orb. je odhad Hausdorffovy dimenze D = DD, /2.

Z provedené srovnavaci analyzy vyplyva né€kolik klicovych poznatkli o chovani numerickych metod
a geometrii Juliovych mnoZin v hyperbolické oblasti:

1. Pro hodnoty parametru blizké nule (napt. p = 0,10 nebo p = 0, 10i), kde je Juliova mnoZina
jen mirné deformovanou kruZznici, vykazuje korelacni dimenze vyrazné lepsi shodu s Bowenovou
dimenzi neZ metoda box-counting. Zatimco box-counting md vlivem diskretizace tendenci hod-
notu mirné podhodnocovat, korelacni integral je vici t€émto chybam robustnéjsi a vérné kopiruje
teoreticky narist dimenze nad hodnotu 1.

2. Zajimavym zjisténim je nesymetricky vliv redlné a imagindrni ¢4sti parametru na sloZitost fraktalu.
Pii srovnani parametrd se stejnym modulem, napiiklad p = 0,20 a p = 0, 20i, dosahuje teoreticka

dimenze vyS$sich hodnot pro redlny pfipad. To naznacuje, Ze deformace podél redlné osy pfispiva
k vrasnéni mnoZiny intenzivnéji neZ deformace podél osy imaginarni.

Ryl

3. Hodnoty Alexander-Orbachova odhadu jsou ve vétSiné piipadii nizsi nez ostatni odhady dimenze.
Tento trend je konzistentni napfi¢ celym spektrem parametrti a potvrzuje, tato metoda neni vhodna
pro méfeni téchto struktur, smysl tedy ma pouze vypocet jednotlivych slozek, tedy spektralni a
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dimenzi ndhodné prochazky. Hodnoty téchto dimenzi ndm fikaji, jestli mad mnoZina mnoho slepych
ramen a jak rychle body uniknou z n€jakého okoli vychoziho.

4. Maximalni dimenze je dosaZeno pfi kombinaci obou slozek s vy$§§im modulem p = 0,20 + 0, 29i,
kde D =~ 1,22. Data potvrzuji, Ze se vzrustajici vzdalenosti parametru od pocatku komplexni roviny
roste fraktdlni dimenze, pficemZ tento nardst je spolehlivé zachycen jak Bowenovym vzorcem, tak
korelacni analyzou.

Pro vizudlni kontext k vySe uvedenym datim byly z tabulky vybrany tfi reprezentativni piipady. Nasle-
dujici obrazek zobrazuje pfislusné Juliovy mnoZiny, na kterych lze pfimo pozorovat, jak se s rostouci
hodnotou parametru (a tedy i dimenze) méni topologie a mira zvrasnéni mnoziny.

(a) Juliova mnoZina pro parametr p = 0, 1 (b) Juliova mnoZina pro parametr p = 0,1 + 0, 2i

i

£

(c) Juliova mnozina pro parametr p = 0,2 + 0,29i

Obrézek 5.5: Srovnani vizualizaci pro rizné parametry.

5.2 Nehyperbolicky pripad

ZavéreCnou Cast analyzy vénujeme parametru p = 1. Tento specificky pripad odpovida v reci kvan-
tovych protokolli aplikaci Hadamardova hradla na bazické stavy. Tato unitarni transformace H prevadi
standardni bazi do baze diagondlni (vytvaii symetrickou superpozici). Maticové je Hadamardova trans-
formace definovéana jako:

1 (1 1
i=5l )
V kontextu odvozeného purifikaéniho protokolu (viz sekce 1.2) je obecnd unitdrni rotace parametrizo-

vana uhly 6 a ¢. Pro Hadamardovo hradlo plati, Ze rotuje stav o thel 6 = n/4 (45°) s nulovou fazi ¢ = 0.
Parametr p, ktery urcuje tvar nelinedrniho zobrazeni, je definovan vztahem:

p = tan(6) - €.
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Dosazenim hodnot pro Hadamardovu transformaci ziskdvame:

pH:tan(%)-eO:I-lzl.

Vysledné iteracni zobrazeni purifika¢niho protokolu f,(z) pro tento pfipad prechazi do tvaru:

2Z+1

1-272

fiz) =

. Fyzikalné tento stav odpovida situaci, kdy jsou amplitudy pravdépodobnosti pro stavy |0) a [1) vyrov-
nany.Vice v [3].

Zobrazeni zde nemd hyperbolicitu, jak je vidét na obrazku niZe, tak hodnota derivace funkce neni
odraZena od 1, tedy nemdme zajiSténu konvergenci Bowenovy dimenze. Nésledujici méfeni proto slouZi
jako test implementovanych algoritmd, zda-li jsou schopny vracet pfijatelné hodnoty, i kdyZ nemame
odhad exponencidlni chyby.

o1 Distribuce |f'(z)| na Juliové mnoziné |f'(z)| na J(f) - min = 0.337
! [Distribuce
009 | ! — — Threshold = 101| | 55
1
! 5
0.08 4
1
| 4.5
0.07 4
'l 14
oosf ! i
8 Al L las
GI:.) 11 w
0.05 4 -
& 1 £ |,
= il [
0.04 4 |,
i .
003 fl . 2
002 4 1.5
0.01 4 1
0.5
0 |
1 2 3 4 5 6

IF@

Niésledujici vizualizace demonstruje vyslednou geometrii Juliovy mnoZiny pro tento pfipad. Jelikoz
uz nemame hyperbolicitu zobrazeni, tak Juliova mnoZina nema tvar kvazikruznice a pfechdzime ke slo-
Zitéj$imu tvaru.

Konfigurace IIM

1. Parametry vizualizace (Chaos Game):

Zobrazeni: p=1
Pocet iteraci: N =10’

Pocatecni bod: 720=0
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Obrézek 5.6: Juliova mnoZina funkce f,, pro p = 1 s poctem iteraci 107
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Souhrnné vysledky a parametry analyzy dimenzi

Parametr systému: p = 1

Namérené hodnoty

Box-counting dimenze: Dy ~ 1,5590

Korelac¢ni dimenze: D, ~ 1,4725

Bowenova dimenze: Dpg, ., = 1,5619

Dimenze nahodné prochazky: d,, ~ 3, 846

Spektralni dimenze: d; ~ 0, 724

Alexander-Orbachova domnénka: Dy ~ 1,3923

Nastaveni algoritmi
e Box-counting (Dg):
— Rozsah velikosti boxu: € € (2,0,00002)
e Korelac¢ni (D,):
— Rozsah poloméri: r € (2,1073)
e Bowenova (Dpg,yen):

— Metoda: Hledani kotene tlakové funkce P(¢) = 0
— Chyba: £0, 0053
— Hloubka rekurze / Pocet preimagi: k = 16

e Nahodna prochazka (D,,) a Spektralni (D;):

— Pocet chodcu (Walkers): W = 4000
— Maximalni ¢as (kroky): Tqr = 600

Pro doloZeni vérohodnosti uvedenych vysledkt pfikladdme grafické vystupy jednotlivych analyz.
Nasledujici panely zobrazuji logaritmické zavislosti namétenych velicin, ze kterych byly konkrétni hod-
noty dimenzi ziskdny pomoci linearni regrese v piislusné skalovaci oblasti.
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Box-Counting Dimenze na sfére: D0 ~ 1.5588 Korelaéni dimenze na sfére: D2 ~ 1.4537
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Ziskané numerické vysledky jsou ve shodé€ s teoretickymi ocekdvdnimi pro tento typ dynamiky.
Ackoliv je pro standardni aplikaci Bowenovy dimenze obvykle vyzadovéna striktni hyperbolicita, nase
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analyza ukazuje, Ze pouZity termodynamicky formalismus zlstava platny i pro tento piipad.
Dtivodem uspésné konvergence algoritmu je specifickd topologie zobrazeni fi(z) = 212__2% Kli¢ovou
roli zde hraje chovan{ kritického bodu z. = 0. Analyza jeho orbity ukazuje nasledujici vyvoj:

0-51—>00—>-1—->0c....

Kriticky bod je tedy predperiodicky, po kone¢ném poctu krokti skonéi v cyklu zahrnujicim nekonecno
(00 < —1). Takova zobrazeni, vykazuji stabilitu blizkou hyperbolickym systémtm. Kriticky bod totiZ
neinterferuje s rekurenci na Juliové mnoZiné (nespadne do ni, ale uteCe do nekonecna), coZ umoZziuje
korektni aplikaci Bowenova vzorce. Vice v [38].

Vysledky ostatnich méfeni miZeme interpretovat nasledovné:

e Na rozdil od pfedchozich méfeni zde metoda box-counting funguje s velmi dobrou presnosti a
téméf dokonale se shoduje s referenéni Bowenovou dimenzi. Tato shoda ukazuje, Ze mfiZkova
metoda dokaze efektivné zachytit i tuto dendritickou strukturu.

e Nizsi hodnota korela¢ni dimenze poukazuje na nerovnomérné rozloZeni hustoty bodu, coz je pro
takto slozité fraktaly typické. Na rozdil od pfedchozich piipadd vidime, Ze korelacni dimenze
funguje hire, nez miizkova.

o Alexander-Orbachova domnénka 1,3923 vykazuje vyraznou odchylku od referencnich hodnot.
Stejné jako u vSech pfedchozich méfeni v této préci 1 tato metoda skuteCnou dimenzi silné pod-
hodnocuje a potvrzuje se tak jeji nevhodnost pro kvantifikaci téchto mnoZin.

Zajimavosti je, Ze zatimco napriklad u Mandelbrotovy mnoZiny byla v praci [30] pozorovana tendence
metody box-counting vyrazné podhodnocovat skute¢nou dimenzi, nase numerické experimenty pro funkci
fp tento nedostatek nevykazuji, ani pro pomérné velké p a vysledné dimenze Juliovych mnoZin vychézeji
velmi blizko skute¢né hodnoté.

5.3 Omezeni vypoctu dimenze

V této kapitole se zaméfime na kritické zhodnocenf limitd pouZitych numerickych metod. Jako testo-
vaci scéndf volime parametr p = i. Jak je patrné z vizualizace na obrdzku niZe, Juliova mnoZina v tomto
pripade netvofi fraktalni strukturu, ale zcela vypliiuje Riemannovu sféru.
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Obrazek 5.8: Juliova mnoZina funkce f),, pro p = i s poCtem iteraci 107

Tento piipad odhaluje omezeni nékterych vypocetnich postupti. Konkrétné metoda vypoctu dimenze
pomoci Bowenova vzorce zde narazi na své limity a nelze ji pouZit. Pro takovéto piipad se tedy spo-
Iéhdme vyhradn€ na geometrické metody. ProtoZe zndme analytickou hodnotu dimenze sféry D = 2,
muizeme piimo posoudit funk¢énost aproximaci pomoci miizkové dimenze.
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Obrézek 5.9: Tvar tlakové funkce pro hodnotu parametru p = i

Jak je vidét na grafech vyse, tak tlakova funkce, pomoci které pocitdme aproximaci Hausdorffovy
dimenze nemé koten. Tedy tato metoda neddvd Zadny vysledek. Tato metoda tedy opravdu funguje, jen
pro malou mnoZinu parametrd, pro které je funkce f, hyperbolickd, nebo pro dalsi specidlni pfipady, kdy
je tato tlakové funkce aspon klesajici.

Stale nam vSak zlstdvd moznost pouZit box-counting a korelaéni algoritmus. Vysledky jsou nasle-
dujici:
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Souhrnné vysledky a parametry analyzy dimenzi

Parametr systému: p = i

Metoda Hodnota Nastaveni (rozsah)

Box-counting Do = 2,0719 e€(2;3-: 1073)
Korela¢ni D>~ 1,8382 re(2;1073)

Hodnoty jsou v tomto pfipadé opét blizké skutecné hodnoté dimenze 2. Hodnota box-counting al-
goritmu je o néco bliZsi, jeji hodnota je mirné nadhodnocena. Naopak korelani dimenze o néco vice
podhodnocuje aproximovanou dimenzi. Toto potvrzuje trend viditelny v této préci, Ze pro aproximaci
mnoZin, které maji tvar kvazikruZnic je vhodné;jsi korelacni dimenze. Naopak pro sloZitéjsi mnoZiny je

vhodnéjsi box-counting.
Pro dplnost ptiddvam zdvislosti, ze kterych jsme tyto hodnoty ziskali:

Korelaéni dimenze na sféfe: D, ~ 1.8382

D, ~ 2.0719 0

In(C(r))
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Zaver

Predlozend diplomova price se zabyvala studiem nelinedrni dynamiky v kontextu kvantovych pu-
rifikaCnich protokolti. Hlavnim cilem prace bylo analyzovat stabilitu téchto protokold pomoci nastroji
komplexni analyzy a fraktdlni geometrie, a to specificky pro piipady, kdy jsou lokalni operace zatiZeny
systematickou chybou.

V teoretické Casti jsme nejprve popsali fyzikdlni podstatu problému — prechod od idedlnich kvanto-
vych hradel k redlnym operacim zatiZenym Sumem. Na zdklad€ analyzy Deutschova protokolu a jeho
zobecnéni pro nedokonalé operace jsme odvodili kliCové iterované zobrazeni f,(z). Toto zobrazeni, z4-
vislé na komplexnim chybovém parametru p, predstavuje matematicky model vyvoje vérnosti a fize
kvantového stavu.

V navazujici ¢asti prace jsme se detailné vénovali analyze pevnych bodi tohoto zobrazeni. V ramci
reSeni jsme navrhli a implementovali algoritmy pro numerické vyhledavani pevnych a periodickych bodit
v komplexni roviné. Soucasti této analyzy byl i inverzni problém v prostoru parametrd, pro ktery jsme vy-
tvorili algoritmy schopné nalézt takové hodnoty parametru p, které generuji specifické typy periodickych
orbit. Tyto néstroje ndm umoznily klasifikovat dynamiku systému v zdvislosti na nastaveni poruchy.

Dalsi kapitola byla vénovéana studiu fraktilni dimenze vznikajicich Juliovych mnozin. Byly zde po-
drobné popsany a nasledné aplikovany algoritmy pro numericky vypocet dimenze, konkrétné metoda
box-counting, metoda vypoctu korelacni dimenze, dimenze ndhodné prochdzky a dzce spjatou spektraln{
dimenzi. Nakonec jsme predstavili piistup pomoci Bowenova vzorce.

Numerickou validaci implementovanych algoritmid jsme provedli na piipad€ jednotkové kruznice,
pro kterou je teoretickd hodnota dimenze zndma. Ziskané vysledky potvrdily spravnost a pfesnost na-
Sich metod. Néslednd analyza hyperbolickych zobrazeni pro malé hodnoty parametru p jiZ predstavuje
pivodni vysledky této prace. Pfi srovnani pouzitych metod se ukazalo, Ze jejich efektivita silné zavisi
na topologii zkoumané mnoZiny. Pro malé hodnoty parametru p, kdy ma Juliova mnoZina charakter
zvrasnéné kruZnice, se jako vyrazné presnéjsi ukdzala metoda vypoctu korelaéni dimenze. Metoda box-
counting v této oblasti nardZela na limity. Naopak pro vétsi hodnoty parametru p, kdy struktura mnoZiny
sloZit&ji vypliiuje fdzovy prostor, se metoda Box-counting ukazala jako velmi efektivni a robustni néstroj.

Navzdory jejich dobré pouzitelnosti pro redlné pripady se pfistup pomoci spektralni dimenze a di-
menze ndhodné prochédzky v kontextu naSeho zobrazeni f, ukdzaly jako nevhodné. Vysledky ziskané
témito algoritmy byly systematicky podhodnocené a neodpovidaly hodnotdm ovéfenym na testovacich
mnozindch, ani vysledkiim geometrickych metod. Z tohoto diivodu jsme tyto piistupy vyhodnotili jako
neefektivni pro analyzu dimenze v ndmi zkoumaném modelu.

Vyznamného dspéchu jsme dosdhli aplikaci termodynamického formalismu, konkrétné vypoctem
dimenze pomoci Bowenova vzorce. Numerické experimenty prokazaly, Ze tento pfistup poskytuje velmi
pfesné a robustni odhady pro hyperbolickych zobrazeni , kde svymi vysledky vyrazné pfevysuje vSechny
ostatni testované pristupy. Diky exponencidlni rychlosti konvergence se tento algoritmus ukdzal jako vy-
pocetné nejefektivnéjsi a nejvhodnéjsi nastroj pro aproximaci Hausdorffovy dimenze studovanych Juli-
ovych mnoZin.
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